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PRÉFACE 

DU TRADUCTEUR. 



J * AI entrepris é^ enrichir notre langue du plus beau monument de Tun des plus grands 
génies du siècle dernier , de rendre familière en France une théorie plus importante 
qu^on ne paraît Pimaginer. 

Cette théorie, inventée et fond le par Paschal ^ à Poccasion de deux questions qui lui 
furent faites par un joueur ^ neut tf abord pour objet que quelques jeux de hasard. L'a* 
nalyse des plus vaines de ces combinaisons na pourtant rien de futile : elle en fais 
cesser Pillusion qui cause la ruine de tant de fortunes» Le Gouvernement fit autrefois 
d'inutiles efforts pour proscrire le jeu de la bassette : Sauveur ne fit qu'en calculer les 
chances , et Pon vit finir , avec la fureur des joueurs , les disputes sanglantes qui en 
étaient les suites» Et comment pourrait- nn f/ùt» îAumer jiu /profit Je PÉtat la passion 
des hommes pour le jeu , si l'on n avait appris à calculer les hasards de ces contrit u-» 
tions volontaires , connues sous le nom de loteries ?^ 

Ces sortes de problèmes excitlnnt Pémulatlon des premiers géomètres de P Europe ; mais 
cette nouvelle analyse devait recevoir beaucoup d* autres applications» Deparcieux rem- 
ploya pour déterminer la durée moyenne de la vie des hommes , et les taux des rtnte^ 
à terme ou des annuités , et des rentes viagères. Condorcet Pa appliquée depuis aux dé- 
cisions qui se prennent a la pluralité des voix» Je ne crains pas de dire que son usaga 
est presqu' universel» Les prix des assurances et des prêts à la grosse aventure » ne re^ 
connaissent pas d'autres règles» C'est Part^de conjecturer qui dirige toutes les spéculations 
commerciales , et même la plupart des actions humaines» 

Toute notre prudence consiste à calculer des probabilités. Presque tous les événemens 
sont pour notre Ignorance des cas fortuits dont nous avons *ï méditer les combinai" 
sons diverses pour trouver Us règles de notre conduite. Les plus grands politiques ne' 
sont occupés qu'à, résoudre dis problèmes aléatoires^ La plus habiles sont ceux qui sa-^ 
vent le mieux en saisir les données et les mettre en équation» Us font cette cpéra^- 
tlon sans y songer : Peaprlt d'observation , la mémoire , une longue habitude , une^ 
grande attention , leur tiennent lieu de reflet et de formules» 

Mais us formules et ces règles pourraient être à tout te monde d^unt grande ut:^ 
Uté , noB'Seulement pour les probabilités qui , par lei*r Importance , exigent' un calstd 
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rhj.ourtux et qui en sont susceptibles , m^îs encore po:ir lef eonjccfurcs plus valves 
4)u d'un moindre inthlt : car les directions de l\irt iJCCDiitument à la justesse et la 
rendent facile y, en donnant à Pesprlt la tournure n'.cissaire pour aller au but. 

Telle est Vàendue de Part de conjecturer , que Pauia/r de cet ouvrage s'ctait proposé 
de rappliquer aux affaires civiles , morales et e'coromiqucs ; et ton trouve dans la 
quatrième partie les bases de ce grand édifice , quune mort prJmuturée Pa force de 
laisse^ imparfait. 

Cet art n*exie;e , pour tordinaire , que quelques connaissances algébriques fort corn-» 
munes ; mais il a ses difficultés. Les illusions sont fréquentes , les analos;ies trom^ 
peuses et Us erreurs si faciles , que fauteur nous avertit â chaque instant de nous 
Unir perpétutllemeit sur nos gardes , afin de ne pas prendre tombrt pour la réalité, 
Paschal entreprit de convaincre Fermât (Tun parallogisme qu'il commettait lui-même , 
£t nous avons vu nagaères un illustre geomhre attaquer Part jusques dans ses fon-' 
démens» 

L t dlffizult: , U délicatesse et Pimportance du sujet , ont excité mon ^cle, Tal tâché 
de repondre à la clarté du texte et de le rendre avec exactitude. Tai fait tous mes 
tfforts pour rendre la science aisée , pour Pinculquer de toutes les manières , et pour 
tn pénétrer de toutes parts ceux qui prendront la peine de lire les observations , 
éclairclssemens et additions , que je leur ai consacrés. 

Mais une juau dJfi^nrf. me force de me borner maintenant â la première partit de 
l'ouvrage , et de la soumeure d'abord au jugement du public. On y trouve les premiers 
jélémens de Part de conjecturer. On peut la considérer comme un ouvrage complet , 
puisqu'elle contient tout le traité de Huyghens , avec le commentaire de Bernoulll ; et 
la méthode de Huyghens est si féconde ^ qu il ri est peut-^tre pas de questions qu'elle nt 
puisse attaquer avec succès. 

Si le public jugeait favorablement de cet essai ^ je lui offrirais la suite de mon tra^ 
vall ; car j* al achevé la traduction de la suonde a de la troisième partie , et préparé 
celle de la quatrième y et je conserve les matériaux de quelques nouvelles observations» 
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AU LECTEUR. 



Enfin, voici Part de conjecturer^ ce traité posthume 
de mon X)ncle , si long-temps désiré. Les frères Thur- 
nisius , comptant faire une chose agréable au pu- 
blic y ont acquis le manuscrit des héritiers de Fauteur , 
et Font fait imprimer à leurs frais. L'auteur s'est pro- 
posé de faire connaître Tinsigne utilité que peut avoir 
dans la vie civile cette partie des mathématiques , 
qui a pour objet la mesure des probabilités. On a 
déjà vu dans les mémoires de Facadémie des sciences, 
de Fannée i7o5 , et dans les éphémérides de Paris, 
de Fannée 1706 , par quelle méthode , et jusqu'à 
quel point Fauteur a rempli la tâche qu'il s'était 
imposée. Il a divisé son ouvrage en quatre parties, 
La première contient le traité de l'illustre Huyghens , 
De la manière de raisonner dans les jeux de hasard ^ 
avec des notes , dans lequel on trouve les premiers élé- 
mens de l'art de conjecturer. La seconde partie com- 
prend la théorie des permutations et des combinaisons ; 
théorie si nécessaire pour le calcul des probabilités , 
et dont il explique Pusage , dans la troisième partie , 
pour la solution de différentes sortes de problème* 
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sur les jcîix: de hasard. Dans la quatrième , il avait 
entrepris d'appliquer les principes prccodemment dé- 
veloppés , aux ailaires civiles , morales et économi- 
ques ; mais , arrêté long-temps par sa mauvaise santé, 
enfin, prévenu par la mort même, il a été obligé 
de la laisser imparfaite. Les éditeurs auraient bien 
désiré que le fi:ère de Tauteur , si capable d'achever 
cet ouvrage , se fût chargé de le compléter ; mais 
ils lui connaissaient trop d'autres affaires pour ne 
pas craindre de lui en faire la proposition. Comme 
ils savaient que dans une dissertation inaugurale 
j'avais donné quelques essais sur cet art appliqué 
au droit , ils avaient aussi songé à moi pour cette 
entreprise ; ina:is mon absence et mes voyages ne 
me permettaient pas de m'en charger. A mon re- 
tour , ils voulurent encore m'y engager , et je crus 
devoir m'en défendre. J'étais trop jeune et trop dé- 
pourvu de cette longue expérience qu'il faut avoir 
pour traiter une pareille matière. Je ne me trouvai 
point assez de forces , et je n'eus pas de peine à 
me persuader qmp non - seulement je ne répondrais 
point à l'attente du lecteur , mais même qu'en ne 
donnant que des choses vulgaires et triviales , je 
ferais tort au reste de l'ouvrage. L'impression de ce 
traité étant déjà fort avancée ^ je leur conseillai do 
le donner au public tel que Fauteur l'avait laissé. 
Cependant , comme il ne faut pas qu'une chose aussi 
Utile que l'application du calcul des probabilités aux 
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«flaires économiques et politiques, tombe tout - à - fait 
dans l'oubli ^ nous prions Fillustre auteur du li- 
vre français , Essai d^ analyse sur les jeux de hasard , 
et le célèbre Demoivre , qui ont donné , depuis assez 
peu de temps y d'excellçns morceaux sur cet art , 
de se livrer à ce travail, et d'y consacrer une par- 
tie du temps qu'ils destinent à l'utilité publique. Nous 
espérons , toutefois , que les généralités données par 
Fauteur ^ dans les cinq chapitres de la dernière par- 
tie , offriront au lecteur des principes d'un usage 
important pour la solution dee questions particulières. 
Voilà ce que nous avions à dire de ce traité. Les 
éditeurs y ont joint les propositions sur les suites 
infinies ^ dont l'auteur avait fait l'objet de cinq dis- 
sertations , qu'un ne trouve presque plus chez nos 
libraires ; ce qui les à déterminés à faire réimprimer 
ces propositions à la suite de cet ouvrage, L'afH- 
nité de la matière y a fait joindre aussi Tépitre fran- 
çaises de l'auteur , intitulée ; L^re à un ami p etc. 
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Avec les remarques de Jacques Beknoulli» 
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V-^ O M M E je sais que dans Tédition que vous^^feseé- +" 
-dez maintenant des beaux monumens de votre génie, 
homme très-illustre , vous vous proposez , sur-tout > 
de faire connaître , par la variété des sujets que 
vous avez entrepris de traiter y jusqu^où s'étend la 
divine science de l'Analyse ^ je n'ai pas de peine à 
concevoir que ce que j'ai écrit sur la manière de 
raisonner dans les jeux de hasard , puisse être très- 
utile à vos vues ; car , moins il paraissait possible de 
comprendre , dans les bornes de la raison les choses 



fortuites et incertaînes , plus îl y aura lieu'^d'admîrer 
Fart auquel ces choses mêmes sont encore soumises. 
C'est pour vous que j'ai d'abord formé le dessein 
d'exposer cette théorie ; et , comme vous l'avez jugée 
digne de voir le jour avec des conceptions aussi sub- 
tiles que les vôtres ^ je suis si loin de m'y oppo- 
ser , que , par cette raison principalement , je crois 
ne pouvoir que gagner à ce qu'elle soit rendue 
publique. On aurait pu dire que je me serais trop 
occupé d'une chose légère et frivole ; mais on ne 
regardera plus comme sans utilité et ,sans valeur , 
ce que vous aurez adopté parmi vos propres produc- 
tion y et fait passer , non sans beaucoup de travail, 
de notre idiome dans la langue latine : et cependant , 
si Ton veut examiner à fond ce que nous enseignons , 
l'on ne tardera pas à reconnaître qu'il ne s'agit point 
d'un pur amusement , mais des principes d'une belle 
et d'une très-subtîle théorie. Je me flatte même que 
les problèmes de ce genre ne paraîtront pas moins 
importants que ceux de Diophante , quant à la pro- 
fondeur des recherches ; et que , ne se réduisant pas , 
comme ceux-ci , à une pure considération des nombres, 
ils feront encore plus de plaisir. Mais , afin qu'on ne 
m'attribue pas indûment Thonneur de la première in- 
vention , je dois dire que , depuis long-temps , les plus 
grands géomètres de toute la France se sont occu- 
pés de ce genre de calcul ; mais , en résolvant les 
questions très-difficiles qu'ils se proposaient récipro- 



quement j ils cachaient leurs méthodes , de ôorte quo 
j'ai été obligé de remonter jusqu'aux premiers élémens 
de la matière. J'ignore donc encore s'ils partent du 
même principe que moi ; mais Pexpérience m'a sou- 
vent fait connaître que nos solutions quadrent par- 
faitement. On trouvera à la fin de l'ouvrage quel- 
ques - uns de ces problèmes. Je les ai donnés sans 
analyse , non-seulement parce que je n'aurais pu 
être clair sans entrer dans de trop longs détails , 
mais encore parce que j'ai cru devoir laisser quel- 
oue chose pour exercer les lecteurs , s'il s'en trouve. 
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DE LA MANIERE 



DE RAISONNER 



DANS LES JEUX DE HASARD. 



Qu OIQU E dans les jeux de pur hasard les cTéne- 
mens soient incertains, oh peut néanmoins détermi- 
ner avec certitude de combien un joueur est plus 
près de gagner que de perdre/ Par exemple , si 
quelqu'un parie qu'il amèncMi six points avec un 
seul dé au premier coup , on ne peut pas dire s'il 
gagnera ; mais la probabilité qu'il a de gagner ou 
de perdre n'a riçn de douteux , et l'on peut la sou- 
mettre au calcul. De même, si je joue avec quelqu'un 
une -partie en trois jeux , et que j'en aye déjà ga- 
gné un , on ne sait pas encore lequel des deux le 
premier en aura trois de gagnés ; mais on peut dé- 
couvrir y par des raisonnemens très-certains , la va- 
leur de son espérance et celle de la mienne , et 
déterminer , eïi conséquence , dans quelle prôpor- 
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tion le dépôt ou la mise commune devrait se parta- 
ger entre nous , si nous convenions de quitter la 
partie en cet état ; ou pour quel prix, je pourrais 
équitablement vendre mon sort à quelqu'un qui dé- 
sirerait me remplacer. Il peut s'élever une infinité 
de questions semblables entre deux , trois y etc. joueurs : 
mais comme ce genre de calcul n'est nullement vul- 
gaire, et qu'on a souvent Toccasion d'en faire usage , 
j'en exposerai ici la méthode en peu de mots , et 
j'expliquerai ensuite ce qui concerne spécialement 
les dés. 

Le principe fondamental de ma méthode est que ; 
dans les jeux de hasard , la valeur du sort ou de 
l'attente de chaque joueur est précisément ce qu'il 
faudrait qu'il eût pour parvenir de nouveau , en 
jouant à jeu égal , à un sort ou à une attente sem- 
blable. Par exemple , si quelqu'un cache trois sous dans 
une main et sept sous dans Tautr^î , et qu'il m'en 
donne le choix , je dis que cet avantage est pour 
moi le même que s'il me donnait cinq sous ; car, 
avec cinq sons y je puis me retrouver dans le cas 
d'avoir une attente égale pour trois sous ou pour 
sept sous , et cela en jouant à jeu égal. 

PROPOSITION PREMIERE. 

Si j^attends a ou h , et que Vun puisse m^échôir avec 
la même facilité que Vautre ^ mon attente vaut ^-« 

Voici comment on peut , non-seulement démon^ 
trer , mais encore trouver cette régje. 

Soit X la valeur de mon attente. Il faut qu'ayant 
PC , je puisse , en jouant à jeu égal , parvenir 

de. 
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de nouveau à un sort semblable. Supposez donc que 
je joue avec un autre aux conditions suivantes : i°, que 
chacun dépose x ; a^ que celui qui gagnera le dépôt , 
donne a à son adversaire. Ces conditions sont justes, 
et il est clair que je puis , avec la même facilité , avoir a 
et a X — a ; savoir ^ a si je perds le pari , et 2. .r — au 
je le gagne : car , dans ce dernier cas , j'ai le dépôt 
%x ^ dont je dois donner a à mon antagoniste. Si donc 
a 07 — çi B. la même valeur que è , j'ai une égale 
probabilité pour a et pour h : ainsi je fais 2 x — a= b^ 

et j'ai .r = ^i^ pour la valeur de mon attente. La 

démonstration en est facile; car, ayante, je puis 

jouer avec un autre qui déposera aussi -— , à con- 
dition que celui qui gagnera le pari donnera a à 
celui qui le perdra. De cette manière , mon sort est 
égal pour a f^t pour b; car j^ai a si je perds le pari,; 
et j'ai b si je le gagne , puisque , dans ce dernier 
cas , je gagne le dépôt a-j-^, dont je donne a à mon 
adversaire. 

En nombres. Si je dois avoir 3 ou 7 , et avec une 
égale probabilité , mon attente vaut 5 d'après la 
proposition précédente ; et il est certain qu'ayant 
5 je puis parvenir encore à la même attente : car 
ayant 5 je puis jouer avec quelqu'un 5 contre 5 , 
à condition que celui qui perdra le pari donnera 5 
à l'autre. La loi du jeu sera parfaitement juste, et il 
est évident que mon sort sera égal pour 3 et pour 7; 
car j'aurai 3 si je perds le pari , et 7 si je le gagne, 
puisque , dans ce dernier cas , j'aurai 10 , dont mon 
adversaire retirera 3. 
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REMARQUES, 

m 

Uauteur de ce traité expose en général , à la fîn 
de son préambule ^ et d'une manière plus particu- 
lière , sur la proposition précédente et les deux sui- 
vantes , le principe fondamental de tout Fart de con- 
jecturer. Comme il est très-important que ce prin- 
cipe soit bien entendu , je tâcherai de le démontrer 
par un raisonnement plus familier et plus à la portée 
de tout le monde , en partant seulement de cet axiome 
ou de cette définition : que chacun doit attendre 
ou est supposé devoir attendre ce quHl obtiendra infaiU 
liblement. Pour l'appliquer à la première proposition ^ 
imaginons que quelqu'un ait caché o sous ou a 
dans une main et 7 sous ou b dans l'autre , que ce 
qu'il y a dans une doive être pour Titius , et ce qu'il 
y a dans l'autre puui moi i do oette manière , nous 
aurons infailliblement ensemble , et , par conséquent ^ 
nous devons attendre conjointement ce qui se trouve 
caché dans les deux mains , c'est-à-dire , 10 sous y 
ou a -f- ^- Mais il faut convenir aussi que Titius et 
moi nous avons le même droit à ce que nous at- 
tendons ensemble ; d'où il s'ensuit que l'objet de 
l'attente totale doit se diviser en deux pcfrties égales , 
et que nous devons avoir chacun une de ces parties, 
ou la moitié de ce que nous attendons ensemble, 

c'est-à-dire • 5 sous ou ^. 

Corollaire. On voit par-là que s'il y a a dans une 
main ,. et rien dans l'autre , la valeur de l'attente 
de chacun séparément sera 7 a. 

Scholie. On peut conclure de ce qui précède 
que le mot attente ne doit pas se prendre ici dans 
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le sens ordinaire , selon lequel attendre ou espérer 
se rapporte à révénement le plus favorable , quoi- 
que le contraire puisse arriver ; mais on doit en- 
tendre par ce mot Tespérance que nous .avons d'ob- 
tenir le meilleur , tempérée et diminuée par la crainte 
du pire ; de sorte que la valeur de notre attente si- 
gnifie toujours quelque chose d'intermédiaire entre 
le meilleur que nous espérons et le pire que nous 
craignons : c'est de cette manière qu'on -doit' Tinter- 
prêter ici et dans ce qui va suivre, 

P R O P O S I T I O N I P. 

Si j^attends a ^ h ou o ^ et que chacune de ces choses 
ou de ces quantités puisse m^échoir avec la même 

facilité y mon attente vaut ïii^iî- 

Pour trouver cotte règle ; soit encore x la valeur 
de mon attente. H faut donc qu'ayant ^ , je puisse ^ 
à jeu égal , parvenir à la même attente. Supposons 
que je joue avec Titius et Caïus aux conditions 
suivantes : chacun de nous dépose œ ; si c'est Titius 
qui gagne le pari , il me donnera a , et je lui don- 
nerai i , si ' c'est moi qui le gagne ; si c'est Caïus, il 
me donnera c , et je lui donnerai c , si c'est moi. Il 
est clair que ces conditions sont justes. Or , j'ai de 
cette manière la même probabilité d'obtenir b yC ovl 
3 X — è— c ; car j'ai h , si Titius gagne le pari ; c , si 
Titius a l'avantage, et 3a7 — ô — c , si le sort m'est 
favorable , puisque , dans ce dernier cas , j'ai le dé- 
pôt 3ar , dont il faut que je donne h à Titius , et c 
à Caïus. Mais si Sor — è — c valait a, j'aurais le mê- 
me droit d'attendre a^ h ou c. Je fais donc 5x—b'^ 
€=a y et j'ai ar= t±±tf ppuj la valeur de mon attente. 
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On trouve ,' de la même manière ^ que sî mon sort/ 

est égal pour a , b ^ c , ou d, il vaut "^"^ 4 7 ^^ ainsi 
de suite. 

R E M A R q^ U E S. 

Voici comment on peut encore démontrer la même 
proposition. Imaginons qu'on ait caché a dans une 
boîte , b dans une autre , et c dans une troisième ^ 
et qu'il soit accordé à Titius , à Caïus et à moi de 
prendre chacun une de ces boîtes , et de garder ce 
qui s'y trouvera. Nous prendrons tous trois conjoin- 
tement toutes les boîtes , et nous aurons ensemble 
tout ce qu'elles contiennent , c'est-à-dire ^ a+b-^-c ; 
et comme on ne peut pas dire que l'espérance ou 
l'attente de l'un soit plus avantageuse que celle de 
l'autre ^ il «'t^nsuit que chacun de nous a le droit 

d'attendre le tiers de toute la somme, savoir- ^i-^-« 

De même ^ s'il y a quatre boîtes où l'on ait caché 
a, è, c et cf, et qu'il doive m'en échoir une , mon 

attente vaudra le quart de toute la somme , ou "^"*" — ; 
s'il y en a 5 , elle vaudra dLy:£±£±î ^ etc. 

Corollaire. Il est encore manifeste que s^il y a une 
ou plusieurs boîtes où il n'y ait rien de caché, mon 
attente vaudra , par la même raison , le tiers de ce 
qu'il y a dans le reste des boîtes , s'il y en a 5 
en tout ; le quart , s'il y en a 4 ; le cinquième , s'il 
y en a 5 , etc. 



\ 
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PROPOSITION IIP. 

Si le nombre des cas où a peut m^échoir est p ^ qu^ 
le nombre de ceux où b peut m^échoir soit q^et^u^ 
tous les cas puissent arriver avec une égale facilité > 

• mon attente vaudra £^4-^* 

p+q 

Pour découvrir cette règle ^ soit encore x la valeur 
de mon attente : il faut qu'ayant x , je puisse 
parvenir au même sort , en jouant à jeu égal. Pour 
cela , je prendrai avec moi autant de joueurs qu'il 
en faudra pour compléter le nombre P'^cj : chacun 
de ' nous déposera x , de sorte que le dépôt sera 
px+qx , et il faudra que chacun de nous ait lé même 
espoir de gagner le pari. Je conviendrai avec chacun 
des joueurs qu^indique le nombre q , que si quelqu^un. 
d'eux gagne, il me donnera h^ et que je donnerai 
b à chacun d'eux,, si le jeu- me . favorî>;e. De méme^* 
je conviendrai avec chacun de mes p-i autres ad- 
versaires que si quelqu^un d'entr'eux gagne, il mé 
donnera a , que chacun d'eux recevra de moi , si 
c^est moi qui ai l'avantage. Il est évident que ces 
conditions sont^ justes , puisqu'elles ne font tort à 
aucun des joueurs. Il est encore clair que j'ai q chan- 
ces pour b\ que j'en ai p— i pour a , et i pour 
px-^rqx — bq — ap-k-a ; car j'ai uiie chance pour gagner, 
et, par conséquent, pour a Voir le dépôt px-HJx j 
dont je suis tenu de donner b à chacun des q joueurs, 
et a à chacun des p — i autres , en tout , bq+ap—a. 
Si donc px+qx — bq-^ap + a étdiit égal à a, j'aurais p 
chances pour a , puisque» j'en avais déjà p— i^ et j'en 
aurais q pour b ; j'aurais donc alors mon premier 
sort. Ainsi je fais px-^ qx — bq—ap-f-a^a , et j'aî 

scz=!~r^ pour kb valeur de mon attente. 
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En nombres. SI j'avais trois chancee paiir i5 et 
deux chances pour 8 , mon sort vaudrait 1 1 d^après^ 
cette règle: et il est facile de faire voir que si j'ai 
11^ je pourrai encore avoir le même sort ; et voici 
comment. Je jouerai contre quatre autres , et chacun 
de nous déposera ii : Je conviendrai avec deux 
joueurs que si Tun ou l'autre gagne le pari , il me 
donnera 8 , et que je donnerai 8 à chacun d'eux , si 
c'^est moi qui le gagne. De même , je conviendrai 
avec les deux autres que celui d'entre eux que le hasard 
pourra favoriser, me donnera i3 , et que chacun d'eux 
recevra i5 de moi, si j'ai l'avantage. Ces conditions, 
sont justes , et il est clair que de cette manière j'ai 
deux chances pour 8 , puisque les deux joueurs qui 
m*ont promis 8 ont chacun une chance pour gagner 
le pari; et trois chances pour i3, puisque les deux 
joueurs qui m^ont promis i5 ont aussi chacun une 
chance pour gagner , et que j*ai d'ailleurs une chance 
pour i3 , ce qui ^st évident ; car j'ai une chance 
pour gagner le pari , et alors j'ai le dépôt , c'est-à- 
aire 55 , sur quoi je suis tenu de donner i3 à cha- 
cun de deux de mes adversaires , et 8 à chacun des 
deux autres , de sorte qu'il me reste i3. 

R E M A R q U E S. 

Voici une autre démonstration de la même régler 
Supposons un nombre de joueurs égal au nombre 
des cas en général , c'est-à-dire , à p-4-7^ de ma- 
nière qu'il y ait un cas pour chaque joueur ; si^p- 
posons, par exemple , qu'il y ait p -4- 9 boîtes , et 
qu'ion ait caché dans chacune ce que donne l'une des 
deux espèces de cas , savoir , a dans chacune des 
boîtes dont le. nombre est p ^ et b dans chacune de 
celles doat le nombre est q. Si chacun des joueurs 
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reçoit une de ces boîtes , ils en recevront ensemble 
la totalité , et ils ne pourront manquer dVvoir con- 
}ointement tout ce qu'elles contiennent , savcir, pa-^ qb\ 
et comme ils ont tous une attente égale ^ il faudra divi- 
ser ce quMls recevront ensemble , par le nombre des 
joueurs , ou par le nombre des cas : d'où il s'ensuit 

que l'attente de chacun vaudra ^^ë"» ^^ démontrera 

de la même manière <jue si j'ai p cas pour a, ^ pour 

b et r pour c • mon sort sera Pfà'jt^ 

Corollaire i, De-là il résulte I^ que si j'ai p ca* 
pour avoir a y et q cas pour avoir o , mon attente 

vaudra 4^ • • 

p+q 

Gt^ Il en résulte en^suite que , si les nombres des cftit 
de diA^erses espèces ont un commun diviseur , la va- 
leur de l'attente pourra se réduire à une plus simple 
expression ; par exemple , si a peut m'échoir en m p 
cas , et ^ en /M qr , mon attente vaudra , d'après la 

règle , '^^^f qui , par la division , se réduit à ^^, 

3^ Si j'ai p cas pour a , q pour b ^ et r pour c^ 
mon attente est la même que si , p et q étant réunia^ 

j'avais p-^q cas pour^^i^ et r cas pour c ; car , dans 

l'une et l'autre hypothèse , la règle donne , pour lâ. 

valeur de mon sort • ^J^^^ 

4^. Si jai p cas pour a , q pour b et r pour rester 
dans l'état où je suis , c'est-à-dire , pour conservçr 

mon sort actuel , ce sort sera ^^tL ^ précisé- 
ment le même que si je n'avais aucun des cas dont 
le nombre est r. Car , soit a; la valeur de mon sort 
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actuel, j'ai , par Thypothèse ,p cas pour û , 7'pottr b ; 

et r pour x^ ce qui , selon la règle , vaut ^^^x"xr > 

et comme ce même sort a été nommé a? , on a a; = 

^^^^~ ; ou , en multipliant par le diviseur du 

secondmembre jp x ^qx^rx=:pa^qb^rx , et , 
en effaçant rx ^ px^qxz^pa^qh j qm enfin^a;= 

5. Si j'ai p cas pour a , dont j'aye fourni la moitié ^ 
et q cas pour o , mon attente ■^- ^ telle que la donne 

le corollaire i , se rapporte à tout le dépôt, de sorte 
que cette expression désigne la partie qui m'en est 
#;dûe 'y et non ce que je gagne ou ce que je perds seu- 
lement ; car., s'il n'est question que du gain#ou àe 
la perte, je considère qu'eu obtenant le dépota, je 
"ïie gagne que -^ a, et que si je n'en obtiens rien, je 
perds ~ a , ou que j'acquiers— -j a : mon sort y pris en 

ce sens, devient donc /^- * ^ +^' — î ^ ^^ {Priûl , et cette ex- 

p-^q P + 9 

pression désigne le gain , si p est plus grand que 

^ > et la perte , si (7 est plus grand que p. 

6. Si j'ai p cas pour acquérir a, et 9 cas pour 
acquérir fr, sans que j'aye rien fourni de ces deux 
quantités , et que , cependant , je sois tenu de don- 
ner n pour l'avantage que. je reçois, mon attente 

^^ ne doit pas être totalement comptée pour gain, 

mais il faut en déduire la valeur n ; car , quand je 
donne n à celui qui me rend a ou ^ , je suis au mê- 
me état que si , sans rien donner , je recevais seu- 
lement 
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lemeiit a^n om b — zi^ce qui restreint mon attente 

a pf:^ p^^ — 71 y expression qui marque 

ie gain et là perte , selon que la partie affirmative 
Teipporte sur la négative , ou la négative sur Faf- 
iîrmative. ' 

Scholie. En examinant ce calcul ^ on voit qu'il a 
une grande affinité avec la règle connue en arithmé- 
tique sous le nom, de règle d^alliage , qui consiste à 
trouver le prix d'un mixte cortiposé de quantités don-^ 
nées de chacune de plusieurs choses de diflPérens prix ; 
ou plutôt on voit que le calcul est absolument le 
rrièmé de part et d^autre. Gar , comme la somme de» • 
produits des quantités des choses mélangées , par 
leurs prix respectifs , divisée par la soiiïme de ces^ 
quantités^ donne le prix cherché , qui est toujours 
etïtre le pluà fort et le plus faible : dé même , la 
somme 'dés prbduit^'des nombres de^cas divers,. pat 
lés avahtâgei respectifs cjri'ils apportent , ,4^^^^^ P^^ 
la somme dé tous les cas "eh général , donne la va- 
leur de Tattente , qui , par conséqUeirt , est tbu jour& 
intermédiaire entre le plus grand et lé plus petit dèr 
ces avantages : si donc oii prend les mêmes nombres^ 
J>our exprimer , d^tm côté, les quantités des choses 
mélangées et leurs jxrix , de l'autre , lés cas dîverà 
et ce qu'ils donnent respectivement, le mêhie noiri- 
bré désignera aussi le prik du mélange et la valeur 
de Fattente. Par exemple , si l'on a mêlé 5 pintes^ 
de vin à i3 sous, avec 2 pintes de vin à 8 sous^ 
niultiplîeî: 3 par i5 , et 2 par 8 , vous aurez 55 pour 
le prix de toutes les pfitites; divisez par 5 nombre desr 

Sintes , et le quotient 11 sera le prix d'une pinte 
u niélange: Telle est aussi , d'après la règle , la va- 
leuf de l'attenter de^ celui qui aurait 5 cas pour i5, 
et a cas pour 8. C 
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P R O P O S I T I O N I V^ 

Supposons maintenant que je joue avec quelqu^un , . .^ 
condition que le dépôt doive appartenir à celui qui 
le premier aura eu trois fois davantage ^ que je Paye 
eu déjà deux fois et mon adversaire une fois seulement: 
si nous ne voulons pas continuer de jouer , mais bien 
partager P argent du jeu dans une juste proportion , 
je demande quelle part je dois en prétendre. 

Pour en venir à la question qui a été proposée 
d'abord , et qui consiste à déterminer les parta de 
divers joueurs , dont les sorts sont inégaux , il faut 
commencer par ce qu'il y a de plus facile. 
A Premièrement on doit considérer les jeux qui man- 
quent à chacun des joueurs ; car il est certain quç 
si, par exemple, il est convenu entre quelqu'un et 




portera autant sur le sien que dans rçspèce dont il 
is'agit , où sur trois jeux j'en ai marqué deux ,et mon 
adversaire un seul ; car , dans l'une et l'autre espjèpe , 
il ne me manque qu'un jeu , tandis qu'il çn manqve ^ 
deux à mon adversaire. 

. Pour trouver ensuitp combien il nous reviepl: â 
chacun , il faut examiner ce qui arriverait , si nous 
achevions la partie. Il est certain que si je gagnjaiis 
le premier jeu , je compléterais le nombre. prescrit, 
B et que j'aurais tout le dépôt que j'appellerai a ; mais 
si mon adversaire le gagnait , son sort serait égal 
au mien , puisqu'il manquerait un jeu de peirt . et 

diantre, et chacun aurait 7 o. Or, il est manifeste 
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que j'ai la même facilité pour gagner ou pour per- 
dre le premier jeu , ,de sorte que mou attente est 

égale pour a et pour 7 a , ce qui , par la première 
proposition , me vaut la moitié de a et de 7 a , 
c'est-à-dire , | a : il reste à mon adversaire -J ô , ce C 
qu^on aurait pu trouver directement de la même ma-D 
nière. On voit donc que si quelqu'un voulait me^ rem- 
placer , il faudrait qu'il me donnât 7 a pour me dé- 
dommager ; et quVinsi celui qui parierait de marquer 
un jeu , avant qu'un autre en eût marqué deux ,E 
!Îevrait toujours mettre trois contre un/ 

R E M A R (lU E S, 

Premièrement on doit considérer les jeux qui manquent A 
à chacun des joueurs). Ainsi , en calculant les sorts y on 
ne doit avoir aucun égard aux jeux précédens , mais 
seulement aux suivans ; puisqu'il n'y a aucun de ceux-» 
ci pour lequel on "puisse dire que la fortune favo- 
risera plus probablement ceux à qui elle a déjà été 
favorable ^ que ceux à qui elle a été le plus contraire : 
ce qu'il faut observer contre Topinion ridicule de 
beaucoup de gens qui regardent la fortune comme 
une sorte de faveur qui s'attache à Thomme pour 
quelque temps , et lui donne , en quelque façon , le - 
droit d'espérer un bonheur suivi. 

Que y appellerai a. ) Par la lettre a, il faut entendre B 
non-seulement, avec l'auteur, Targent déposé, qui peut 
se partager entre les joueurs , à raison des sorts, mais en-* 
core tout ce qui , quoiqu'indivis en soi, peut néanmoins 
8e concevoir comme divisible , selon le nombre des 
cas où la chose peut se gagner ou se perdre , se 
faire ou ne se pas faire , etc. , ainsi que nous le mon- 

C 2. 



trèrons plus atnplément dans là dernière partie d^' 
cet ouvrage; par exemple , trn prix quelconque, ùite' 
palme , une victoire , Fétat ou la. condition d'-une* 
personne y un ^office public ^, ufx ouvrage rc^ntirepr^:^ 
la vie ou k. mort, etc. Ainsi , quaad, par.unegrâçe^ 
spéciale du prince , deux malfaiteurs tirent la vie 
au sort , à chances égales , chacun d'eux est censé 

avoir { de vie et \ de mort , de sorte qu'on peiit 

dire rigoureusement , qu'en pareil cas un hômmç 
est à demi vivant et à demi mort. 
Ù II reste pourpipn ndversaire ^ a ). Cest-à-dire^ le reste 
du dépôt a , parce qu'à la fin du jeu , nous aurons 
infailliblement ensetôble ici totalité de a-; mais s'il 
peut arriver , en quelqu'occurence , que deux joueurs 
ayent à prétendre .conjointement plus ou^ mod^s de 
iz, il est évident qid'alor^. l'ai^tente de l'un ne peut, 
être- le complémezit de celle de l'ftutre par rapport, 
à a. Par exemple , si deux hommes ^dilgiias du dernier 
supplice j sont tenus de jeter un dé ^ à conditio» <|ue 
celui qui amènera le moins de points subira sa peine^ 
que celui qui en amènera le plus , conservera la vie ^ 
et qu'ils la conserveront tous deux s'ils en amènent le 

même nombre , on trouvera pour l'attente de l'un r^ ^ 
pu-^ de vie, comme on le verra en son lieu ; mais if 
ne faut pas en conclure que l'attente de l'autre ne soit 
.que ~ de vie : car 9 comme il est évident qu'ici Jes 
isorts sont égaux, Tautre aura aussi droit dW atten*?^ 
dre ~ , ce qui donne pour les deux | de vie , c'est- 
à-dire , plus que la totalité. La raison en est , qu'il 
n'y a aucun cas où la fortune du jeu ne laisse la 
vie a l'un ou à l'autre , et qu'il y en a quelques-uns. 
PÙ ils peuvent la conserver tous deux. 
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-i'Cfe i!fu\)Ji mirait pu trouver directement ^ etc. ) Voicîj) 
côinment :&ï mon adversaire gagne le prochain jeu^ 
son sort et le mien seront égaux , et partant nous 
aurons chacun ^ 4 ; mfeis si )e le gag«e ', il n'aura 
rien. Donc , puisqu'il peut y avec la même facilité , 
avoir -j 3fl on o , la valeur de son atteiïte est ~ a y 
parle icoroll. i. de la prop* liL 

Devrait toujours mettre trois contre un. ) Il faut dé-E 
montrer que celui qui a trois cas pour gagner et un 
-poJii: perdre , ou qui q^ttend les trois quarts du dé- 
pèt , peut parier trois contre un : il suffit ^ut çdia 
de le supposer substitué à trois joueurs ; car «'il y. 
ea -a quatre qui jouent à chances égales y et qui 
déponent chacun 1=^ chaque joueux atira le droit d'at- 
tendre précisément ce qu'il iaura mis au jeu y c'est- 
à-dire y le quart de tout le dépôts par- le coroU.2b. 
de la prop. III; et partant trois quelconques d'entre 
^Ux en ipourront ptétëindrp les trois quarts, et le 
qajbatrièma lïa quart.; niais comme ces trois joueurs 
ont aussi dépoeé trois, tafidis que le quatrième n'a 
d:é^oâé' q^'uti , il est évidemment de toute justice 
que celui qui veut en remplacer trois , c'est-à-dire, 
avoir trois fois autant à attendre qu'un seul , soit 
aussi tenu de .déposer le triple : c'est ce qu'on peut 
aussi démontrer de la manière suivante. Celui qui a 
trois bafi pour réussir , et un cas pour manquer ^ 
peut avoir autant de . fois trois avantages que soti* 
adversaire un seul ; il faut donc , pour que le jeu 
soit juste, qu'en trois coups le premier ait précisé- 
ment autant de profit que l'autre en un , ce qui ne 
peut se £aire^ à moins qu'il ne dépose trois contre 
un ;et c'est ainsi ^u'on démontre en général que 
plus l'attente d'un joueur est préférable à celle de 
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REMARQUES. 

De4a ils^msuit éyidemv^nt ^ etc.) De même ^ » A 
joue pour trois points et B. pour six ,. le sort dé -/^ 
est encore plus avantageux ; car il se trouve valoir 
^ a y qui est plus grand que fl «• SembJaJbJen^ejrifr, si 
-^ joue pour un point et J? pour quatre ^. le sort à» 
A rCest pas le même que s'il jouait pour deux, pointa 
et :B^ pour huit ; mais il est le même que ar^il jouait 
pour 4gux, points et -5 pour six j et cependant ^, îl 
n'est .pèpt-etre personne qui ne se pcxsuadât q^elea 
sorts idoivent être les mêmes ,. lorsque les jevx qw 
manquant, de part et. d'autre sont en memeraiscm^ 
si le calcul ne nous eût fait connaître le contraire. 
Nous devons apprendre par - là à être circonspects 
dans nos jugemens , et à ne pas fonder nos. raison^- 
nemens sur la première analogie qui se présente; ce 
qui pourtaiit^ n'est qu|5 trop; ordiqaiiKe à qeux me- 
mes qui passent pour les plus éclairés. 

Au reste, je joindrai ici une table pour' deux jpq^iWH 
à l'exemple de celle que l'auteur donne pouy trois , 
et qu'on trouvera à la suite de la proposition IX*. 
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' Il esûrès-aîsé de donner 

* à cette table toute l'éten- 
due dont on aura besoin. ' 
On la continue dans la V. 
série transversale ^ d'après 
ce qui a été remarqué sur 
la proposition V^. ; dans 
la i/* série perpendicu- 
laire, par la division con- 
tinuelle de I par a j et 
dans les endroits intermé- 
diaires, en prenant la moi- 
tié de la somme des deux 
cases qui précèdent immé- 
diatement dans la même 

• série perpendiculaire et 
'transversale. La raison de 

cette construction sort évi- 
demment de ce qui a été 
dit. Au surplus , nous fe- 
rons voir , dans l'appen- 
dice du chapitre iV , IP. 
partie y comment on peut 
déterminer , en général et 
, indépendamment de la ta- 
ble , les sorts de deux 
joueurs , qijels que soient, 
les nombres des jeux qui 
leur manquent; 
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PROPOSITION tlIK 

Supposons à présent quHl y ait trois joueurs y^ et quHl 
manque un jeu , tant au premier qu^au second ^ mais 
quHl en manque deux au troisième. 

Pour trouver le sort du premier , il faut encore 
examiner quelle part lui serait due si c'était lui , ou Tun 
des deux autres qui gagnât le jeu prochain. Si c'é- 
tait lui , il aurait le dépôt que j'appelle a ; si c'était 
le second , le premier n'aurait rien , car la partie serait 
finie : maip si c'était le 'troisième , alors il manque- 
rait encore un jeu à chacun des trois joueurs , et 
partant il serait dû f a , tant au premier qu'à cha- 
cun des deux autres. Et comme chacun des trois 
peut y javec une égale facilité , gagner le jeu pro- 
chain , le premier a une chance pour a ^ une pour a 

et une pour j a ^ ce qui lui vaut y a ^ par la II^. 
proposition ; le second a également f a ^ et il reste au 
G troisième, «ya , part qu'on aurait pu trouver aussi sépa- 
rément, et d'après laquelleon aurait déterminé celles 
des deux autres. 

REMAR(IUE. 

G Pcirt qu^on aurait pu trouver séparément) Yoici de 
. quelle manière : si c'était lui qui gagnât le jeu pro- 
chain y son attente vaudrait j a ; mais si c'était le 
premier ou le second , le troisième n'aurait rien : 
ainsi il a un cas pour ^ a^ et deux cas pour o , ce 
qui lui vaut | a , par le i. coroU. de la prop. XXL 
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PROPOSITION I X^ 

Pour trouver la part de Tun quelconque d^autaitt 
de joueurs qu^on voudra , auxquels il manque divers 
nombres de jeux , il &ut examiner combien il ser- 
rait dû à celui dont on veut trouver la part , si 
c^était lui j ou Fun des autres consécutivement y 
qui gagnât le jeu prochain. Si Ton ajoute ensemble 
ces valeurs et qu W divise la somme par le nombre 
des joueurs , le quotient donnera la part chercl^» 
. Soient trois joueurs A^ B et C , et sup|)06ons qu'il 
manque un jeu k A ^ deux à B et. deux à C: il s'agit 
de trouver ce que ^ a le droit de prétendre dans 
le dépôt que j'appeHe q. 

Il faut examiner d'abord quel serait le sort de .B ^ 
si c'était lui , ou -^ ou C qui gagnât le premier des 
jeux suivans. 

Si c'était A^ la partie serait finie , et , par consé- 
quent , il serait dû o à 5 ; si c'était iB , il lui man- 
querait encore un jeu , il en manquerait un à -^ et 
deux à C; et partant, il serait dû k Bj ^ q^ parla 
VHP. proposition : enfin, si c'était C, il manquerait un 
jeu tant à A qu'à C, et deux à -B, et, par consé- 
quent , il serait dû à B j q ^ par la même proposition 
VHP. Maintenant il faut ajouter ensemble \es valeurs 
qui seraient dues à B dans ces trois hypothèses ; sa- 
voir , 0,1 q ^ ^ q ^ dont la somme est 15 g , qui , 
divisée par 3 , nombre des joueurs , donne ^ q : 
telle est la part cherchée. Il est facile de le démon- 
trer d'après la seconde proposition ; car , puisque 
^ a la même probabilité pour o , 7 g et ;5 g, il a ^ 
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par la II*, proposition ^ îtîttk ^ ^ ç'esf rà-dîfie ^ 7. Et 

il est certain que ce diviseur 5 est le nombre des 
joueurs.- •■\-- ''■'[* m^ '^' • • . :'> :■< •' 

Qfî^ fpournièuTeîr Fattente de Fan quelconque 
des joueurs 4Btns chaque kjpotlièse^^ c^est-à-dire^'eti 
supposant ' que ce ËDit hû 0a quelqu^n des auttes 
qui gagne le )e»' procham , il faut chercher d^âbord 
la solution des cas les plus simples , et par leur moyen 
celle des suivans; car comme on n^aurait pu résorudre 
le cas qui vient d'être proposé , avant d'avoir soumis 
au calcul celui delà proposition VIII*. , où lesijexK 4i&n« 
quans étaient i , 1,2, de même aussi Ton ne peut 
supputer la part de Tun quelconque des joueurs , 
dans le cas où les jeux manquans sont i ^ a , 5 , qu^on 
nVit soumis au calcul celui où les jeux manquans 
sont 1^2,2, comme nous l'avoua déjà fait , et do 
plus celui où les jeux manquans sont i , i , 5 , qu^on 
aurait pu calculer également par la proposition VIII^ 
Et c'est ainsi qu'on peut calculer successivement tout 
Ites cas compris dans la table suivante , et une infi- 
nité d'autres. 



*9 



TABLE 

POUR TROIS JOUEURS. 



v' 


i]. . 


: *;■ 










Jeux qui leuf 
MmaifMnù 


u i; t. 


s.. Si. S« 


U t« s^ 


t. s. 3. 


/ 


Lffon parts» 


4» 4. t. 


17. T- ?• 


• 


19. 6, s. 








9'* 


»7* 


*7. 


*7.. 




^iruz qidleui 
naaquciiu 


>. I. 4. 


!• 1» f» 


t. s. 4. 


I. s. f. 




Leurs pans. 


4a 40. 1. 


I2t« 1%UU 


178. f 8. 7. 


T4».i79.8. 






«I. 


MJ. 


»4J. 


7»y 




Itux qui leur 
nndqucnu 


I. |. 3. 


I. j. 4. 


i. j. y. 


_ i 


• 


Leurs parts. 


6$. 8. 8. 


6i<.8a. ]i. 


6*9.87.13. 






Si. 


7î^ 


7»1û 




Jeux qui leui 
manquent 


1. *. 3. 


a. «. 4. 


a. a. f* 


a. 3. j. 


a. 5. 4. 


.*• V T. 


Leurs parts. 


14. i4' 13' 


538.358. n. 


JÎ5-3««»Î- 


«3J- f J. 5T- 


4J». i9ï«3- 


MJJ-«JÎ.U9. 




Si 


7»9 


7»9 


S4] 


7*9 


«187 



5o li : A B T 

D E s D É s. 

£n ce qui concerne les dés on peut proposer les 
questions suivantes ; savoir : en combien -ée^-^ets 
' on peut parier d'ameneij un 6 ou quelquVn des au- 
Ires points avec un dé ^ deux 6 avec deux dés^' ^ 
ou trois 6 avec trois dés ; et beaucoup d^autre^ quee-: 
lions semblables. 

Pour les résoudre , voici ce qu^il faut considérer^ 
D'abord ^ il y a pour un dé six coups difFérens , qui 
peuvent arriver avec une égale facilité y car je sup-^ 
pose le dé d*une figure parfaitement cubique. Povr 
deux dés il y a 36 difFérens coups , encore égale- 
ment probables ; car chaque coup de Tun des dés. 
peut se rencontrer avec chacun des six coups de 
l'autre , et six fois 6 font 36 coups. Pour trois dé« , 
il y a 2i6 coups différens ; car ,^ayçc chacun des 
36 coups de deux dés , peut se rencontrer chacun dès 
6 coups d'un troisième dé , et six fois 36 font ai6 
coups. On voit également qu'il y a six ibis 2i6,c*est- 
à-dire , 1296 coups pour quatre dés : c'est ainsi qu'qn 
peut calculer V de proche en proche , combien il y a 
de coups pour un nombre quelconque de dés y en sei- 
tuplaat le nombre des caup6 qu'il y avait..pûur-4ii- 
dé de moins. t 

Au surplus , il faut remarquer qu'avec deux dé^ 
il n'y a qu'un coup pour 2 ou 12. points , mais qu'il 
yen a deux pour 3 ou 11 ; car, si nous appelons les 
dos A el B y il est clair qu^on peut avoir i poÎQt 
en A et deux en B j ou un en ^ et deux en -^ , et 
qu ainsi il y a deux manières d'avoir 3 points. De 
môma , on peut avoir 5 points en -^ et 6 en J? , ou 6 
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èn^et B en B^ ce qui donne deux manièrea d'avoir 
^ I points. Il y a trois coups pour 4 points , car on 
peut avoir i point en -^^ et 3 en J? , ou 3 en -^ eï 
et I en B , ou 2 en -^ et 2. en B. 

Il y a pareillement trois coups pour 10 points y 
Quatre coups pour 5 ou 9 points^, 
Cinq coups pour 6 ou 8 points ^ 
Six coup^ pour 7 points. 



Avec trob dés 00 a C '^ > coiçs pour C ^ ou 15 V p^j^^i 





REMARQUES. 

Ce que Tauteur a fait ici pour deux et trois dé* 
est encore possible ^ si Ton en suppose quatre , cinq 
ou un plus grand nombre , à Tégard desquels on déter- 
minera de mêmç combien il y aura de coups pour 
un nombre quelconque de points; mais comme il est 
facile y sur-tout lorsqu^il y a beaucoup de dés , d^o* 
mettre un grand nombre de coups, si la recherche 
ne s^en fait avec un certain ordre , je vais faire con- 
naître la méthode qu'on doit suivre pour être sur 
de les avoir trouvés tous , sans aucune omission. D'a- 
bord irfaut chercher en combien de manières on 
Seut composer le nombre de points proposé d'autant 
e parties qu'il y a de dés, de sorte qu'aucune de 
ces parties li'éxcède le nombre 6 ; ensuite il faut exa- 
miner combien de coups répondent à chacune de ces 
manières : mais c'est ce qu^n apprendra mieux par 



des exemples que par des règles. Supposons ïo»fe 
qu'il soit question de savoir combien il y a de coupa 
pour li points avec quatre dés. 

Pour le trouver , je commence par quatre unitéé ^ 
en écrivant i. i. i. i , puis j'augmente la première 
par une addition graduelle d'unités jusqu'à 6 , ce qui 
donne 6, i. i. i ; mais comme la somme de ces nom- 
bres n'égale pa« encore le nombre proposé 12 , je 
porte encore la seconde partie jusqu'à 2. , jusqu'à 3 y 
en écrivant a. 2. i. i ^ ensuite 5. 5. li i , et à chaque 
fois j'augmente le pfemier nombre jusqu'à 6, pour 
avoir 6. a. i. i , 6, 3. i. i., dont les sommes sont en- 
core au-dessous du nombre proposé î je continue donc 
et j'écris 4. 4, i. i , et en portant ;à 6 le premier 
nombre , j'ai 6. 4. i. i , dont la somme est égale à 
12 ; ainsi je les mets à part : ensuite. j'écris 5. 5. i. i ^ 
qui font également 12 et que je réserve encore. Mais 
jOomme 6. 5. 1..1 , dç même que 6. 6. i. i , excèdent 12 ^ 
ie les néglige ^ et je porte à 2 la troisième unité à 
laquelle je n'avais pas encore touché , en écrivant 
isu X 2. I ; et parce qu^en augmentant Jusqu'à 6 le 
premier de ces nombres , ce qui donne 6. 2. 2. i , j^aî 
encore une somme au-dessous de 12, je passe à 3. 3, 2. i 
et j'augmente encore la première partie comme au- 
paravant , pour avoir 6. 3. 2. i qui font exactement 
12, et que je mets à part pour cette raison : ensuite 
Je n'ai qu'à ajouter une unité à la seconde partie en 
i'ôtant à la première , pour avoir 5. 4. 2. i qui sont 
encore à noter. Mais je ne continue pas d'augmenter 
la seconde partie ; car si je Télevais jsoit jusqu'à 5 ^ 
soit jusqu'à 6 , il faudrait , pour avoir exactetnent 
12, abaisser la première soit jusqu'à quatre^ soit jusr- 
-gu'à trois, ce qui ferait reparaître queïques-uns des 
modes précédens ; fet il faut toujours prendre garde 

à 
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à ce qu'aucune des parties qui précèdent ne soit plus 
petite que quelqu'une de celles qui suivent. Je passe 
donc sur-le-champ à 3. 5. 3. i ; je fais un 5 du pre- 
mier 3,. et j'ai 5. 3. 3. i qui constitue la somme pro- 
posée : puis, en élevant la seconde partie et en abais- 
sant la première jusqu'à 4 , j'obtiens les nombres 

4. 4. 3. I ^ qui satisfont encore à la question. Mais 
comme il est manifeste qu'aucune des deux premières 
parties, ni même la troisième, ne peuvent être augmen- 
tées d'une unité que la somme des quatre ne passe la^ 
ou que quelqu'une de celles qui précèdent ne devienne 
plus petite que quelqu'une de celles qui suivent, ce 

3ui ferait reparaître quelques-uns des modes précé- 
ens , je commence à faire varier la quatrième par- 
tie , à laquelle je n'ai pas encore touché, et je la porte 
à a» JPâi donc a. a. a. 2 ; le premier nombre étant 
augmenté jusqu'à 6 , il vient a à. a. a , nouveau mode 
qui remplit la condition. Alors j'augmente la seconde 
partie et je diminue la première d'abord d'une, puis 
de deux unités , çt j'ai deux autres mode6 satisf aisans 

5. 3. a. a, et 4. 4. a. a : et comme on ne peut y 
augmenter aucune des deux premières parties 
que l'autre ne soit diminuée , ce qui ferait reparaître 
les anciens modes , ou que la somme totale n'excède 
la , je passe à 3. 3. 3. a , ou ^ en augmentant le premier 
nombre d'une unité, à 4. 3. 3. a , nouveau mode qui 
donne-le nombre proposé. Enfin , comme il n'est plus 
possible , par la même raison , dVugmenter aucune 
des trois premières parties , il faut porter la dernière 
jusqu'à 3 , et écrire 3. 3. 3, 3 , dont la somme est en- 
core égale à la. Alors il n'est pas possible d'aller plus 
loin , puisqu'on ne peut augmenter le dernier terme 
«ans diminuer quelqu'un des premîers,ef par conséquent 
sans reproduire un des modes précédens. Ainsi , il est 
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constant que , pour composer le nombre 12 de quatre 
autres nombres dont aucun ne passe 6 , il n'y a point 
d'autres modes que ceux qui viennent d'être notés 
et que nous allons insérer au tableau suivant dans 
Tordre où ils se sont présentés, 

IOn trouvera , par la même mé^ 
thode , toutes les manières possibles 
d'avoir un nombre de points quel- 
conque y avec autant de dés qu'on 
voudra y pourvu qu'on ait l'atten- 
tion de porter les points du pre* 
mier dé jusqu'à 6 , par une addi- 
tion graduelle d'unités, avant d'aug- 
menter ceux du second d'une seule 
unité; d'élever de même jusqu'à 
6 les points du second^ avant d'a- 
jouter une unité aux points du troi- 
sième ; d'augmenter de la même 
manière les points du troisième 

I avant ceux du quatrième , ceux 
du quatrième avant ceux du cin- 



6.4.1 
5.5.1 

6.5.2 

5, 4.2. 
6.3.5 
4.4 

6. 2 
5.5 
4.4 
4.5 
3.5 



. I , 
I , 
I . 
I , 
I . 

3.1. 

2.2. 

2.2. 

2.2. 

5.2. 

5.5. 



12 

6 
24 
24 
12 
12 

4 
12 

6 

12 

I 



Sominedescoups..M.... 12 j 



iquieme , 



et ainsi 
Cette opération terminée ., il 



de suite. 

reste une autre 



, ** en 
qui consiste à trouver combien il y a de coups pour 
chacun de ces modes ; car il peut y en avoir plu- 
sieurs, ce qui dépend de ce que tel ou tel nombre 
est donné par tel ou tel dé. Par exemple , s'il y a 
quatre dés qui soient AjEjCelD^et qu'il soit 
question de savoir combien il y a de coups pour 
le mode 6 . 4 . i . i . , il est clair qu'on peut avoir 6 
points en/4 et ^en B j C ou jD , ou 6 en 5 et 4 en ^ , C 
on D ^ etc. , ce qui donne autant de coups que ces 
nombres peavent avoir d'arrangemens différens. Il 
%n est de même des autres modes. Or , il peut y 
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ftvoîf 11 arraiîgemens divers pour les nombres 6 . 
4. I . I ., dont deux sont différens , tandis que les 
deux autres 6ont les mêmes :.il ne peut y en avoir 
que 6 pour les suivans ,5.5. i . i . , dont les deux 
premiers sont les mêmes y ainsi que les deux derniers ; 
mais il peut y en avoir 24 pour ceux qui viennent 
ensuite , 6.3. 2. . i . ^ qui diflPèrent tous entre eux : 
c'est ce qui demeurera constant par la théorie des 
permutations et des combinaisons que j'ai entrepris 
d'exposer dans la seconde partie. Ces arrangemens , 
avec ceux qui répondent aux autres modes , s'élèvent 
ensemble à i25 nombres des coups qu'il y a pour 
12 points avec quatre dés : ce qu'il fallait trouver. 

Mais , comme cette méthode de calcul est excessi- 
ment ennuyeuse et prolixe , je vais faire voir par 
quel art on peut parvenir au même but , non- 
seulement pour un nombrç de points déterminé j 
mais pour tous ceux que peut donner un nombre 
quelconque de dés. Il suffira de consulter la ta- 
ble ci-jointe , qui peut se construire d'une ma- 
nière très-expéditive , et qui démontre aux yeux la 
nature des nombres cherchés, et la loi qu'ils suivent 
entre eux. En voici la construction : écrivez de suite , 
depuis le plus petit jusqu'au plus grand , les nom- 
bres de tous les points que les dés peuvent donner; 
écrivez , par exemple , 4 .• 5 . 6 . 7 . , etc. , jusqu'à 
2.4 , s'il y a quatre* dés ; 5.. 6 • 7 . 8 • , etc. , jusqu'à 
3o , s'il y en a cinq , etc. : sous les six premiers 
placez six unités ; sous celles-ci placez- en encore six, 
sous lesquelles vous en écrirez encore six , ce que 
vous continuerez jusqu'à six fois , en observant d'a- 
vancer à chaque fois la première unité de chaque 
rang d'un degré vers la droite ; alors, ajoutez en- 
semble celles qui se répondent dans la même lign^ 
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verticale , pour avoir les nombres r . 3. . 5 . 4 . , dé. 
Formez de même six rangs de ces derniers nombres , 
de manière que chacun des nombres de chaque rang 
se trouve d'un degré plus avancé vers la droite que 
le nombre correspondant du rang précédent; puis faites 
l'addition pour avoir les nombres i . 5. 6, 10. , etc.: 
posez encore six fois ceux-ci ^ en observant la même 
gradation , et additionnez ; continuez ainsi jusqu^à 
ce que la dernière addition donne autant de sommes 
aue le nombre de dés proposé donne de points dif- 
férens, et ces sommes exprimeront respectivement le^ 
nombres des coups qu'il y aura pour les points cor- 
respondans. Ainsi , avec quatre dés il y aura un coup 
pour 4 ou 24 points , quatre pour 5 ou pour a5, 
dix pour 6 ou pour 2.2 , vingt pour 7 ou pour 21 , 
etc. La raison de cette construction est facile à ap- 
percevoir ; car , comme avec un dé de plus on a 
six fois autant de coups qu'il y en avait pour 
le nombre de dés précédent j on voit évidemment 
pourquoi il faut répéter six fois ^ et additionner les 
nombres des coups qu'on avait avec ce nombre de 
dés ; et comme les nombres de points qui répondent 
à ces divers coups de dés , se trouvent augmentés 
d'une, de deux ou de trois, etc. unités, selon que 
le nouveau donne i . 2 . 3 . , etc. points on voit 
également pourquoi cette' suite de coups de dés doit 
financer à chaque fois d'un degré vers la droite , 
puisqu'à chaque nombre de coups doit répondre un 
jiombre de points plus grand d'une anité que dans 
la suite précédente] 



^ 
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Observez qu'on, n'a pas pu marquer tous les nom- 
bres de coups que peuvent donner cinq et six dés, à 
cause du défaut d'espace ; mais il est facile de sup- 
pléer à ceux qui manquent par leurs parallèles : j'ap- 
pelle ainsi les nombres de points également éloignés 
des deux extrêmes , et pour lesquels il y a toujours un 
même nombre de coups. 

Il est quelquefois bon de savoir , et il n'est 
pas hors du sujet de faire connaître ici en combien de 
jets on peut amener avec trois dés des points triples 
ou doubles , qu'on appelle rafles et douSlets , c'est-à- 
dire y combien de fois il peut arriver que les trois dés 
ou deux seulement donnent le même nombre de points. 
Or , il est clair qu'il n'y a qu'un coup pour l^s trois 
six , un coup pour les trois cinq , un coup pour les 
trois quatre y etc. ^ et qu'ainsi il n'y a que six coups 
pour une rafle. Mais il y a quinze coups pour deux 
six , par exemple ; car si l'on appelle les dés A ^ B 
et C, il peut arriver que ces deux six soient donnés 
par ^ et jP, ou par A et C, ou par B et C, ce qui 
fait trois cas ; mais , à raison de chacun de ces cas , le 
jet du troisième dé , qui doit présenter un nombre de 
points différent , peut varier cinq fois : il y a donc cinq 
fois trois ou quinze coups pour deux six ; et comme le 
même raisonnement a lieu pour deux cinq, pour deux 
quatre , etc. , il s'ensuit qu'ail y a six fois qumze ou 90 
coups pour un doublet : d'oii il résulte que les trois 
dés donnant en tout 2.16 coups, il y a lao coups 
simples , ce qu'on aurait encore pu trouver direc- 
tement. 
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verticale , pour avoir les nombres r . a . 5 . 4 . , cift 
Formez de même six rangs de ces derniers nombres , 
de manière que chacun des nombres de chaque rang 
.se trouve d'un degré plus avancé vers la droite que 
le nombre correspondant du rang précédent; puis faites 
l'addition pour avoir les nombres i . 3. 6. 10. , etc.: 
posez encore six fois ceux-ci , en observant la même 
gradation , et additionnez ; continuez ainsi jusqu'à 
ce que la dernière addition donne autant de sommes 
Gue le nombre de dés propose donne de points dif- 
fërens, et ces sommes exprimeront respectivement les 
nombres des coups qu'il y aura pour les points cor- 
respondans. Ainsi , avec quatre dés il y aura un coup 

§our 4 ou 2.4 points , quatre pour 5 ou pour oS^ 
ix pour 6 ou pour aa , vingt pour 7 ou pour ai y 
etc. La raison de cette construction est facile à ap- 
percevoir ; car , comme avec un dé de plus on a 
six fois autant de coups qu'il y en avait pour 
le nombre de dés précédent , on voit évidemment 
pourquoi il faut répéter six fois , et additionner les 
nombres des coups qu'on avait avec ce nombre de 
dés ; et comme les nombres de points qui répondent 
à ces divers coups de dés , se trouvent augmentés 
d'une , de deux ou de trois , etc. unités , selon que 
le nonveau donne i . a . 3 • , etc. points on voit 
également pourquoi cette suite de coups de dés doit 
s'avancer à chaque fois d'un degré vers la droite p 
puisqu'à chaque nombre de coups doit répondre un 
nombre de points plus grand d'une unité que dans 
la suite précédente] 
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PROPOSITION X\ 

Trouver en combien de jets on peut parler d^amener six 
points avec un seul dé. 

Qu'un joueur parie d'amener le six au premier fel, 
on voit qu'il a un cas pour gagner et pour avoir 
Fargent du jeu , mais qu'il a cinq cas pour perdre et 
pour ne rien avoir ; car il y a cinq coups de dé con- 
tre lui ^ et il n'y en a qu'un en sa faveur. Soit a le 
dépôt ou l'argent du jeu. Il a une chance pour a et 
cinq pour o , ce qui , par la seconde proposition , 
vaut jCLj et il reste pour son adversaire | a. Ainsi 
on ne peut parier que i contre 5 d'amener le six au 
premier jet* 

Si un joueur parie d'amener une fois le six en deux 
jets , son sort se calcule comme il suit. S'il amène six 
au premier jet , il obtient a; s'il amène un autre point , 
il lui reste un seul jet , qui y comme on le vient de 
voir , vaut ^ a. Or , il n'a qu'un cas pour avoir le six 
au premier jet , et il en a cinq pour avoir un autre 
point. Donc, au commencement du jeu , il a un cas 
pour a et cinq pour ^ a , ce qui , par la seconde pro- 
position, vaut j^ a. Ainsi il reste pour son adver- 
saire H a; de sorte que le sort de l'un , ou la valeur 
^e son attente , est au sort de l'autre , dans la raison 
de II à aS , plus faible que celle de i à a. 

De - là l'on trouve , par un calcul semblable ; 
que le sort de celui qui parie d'amener une fois le six 
en trois jets , vaut ^ a ; de sorte qu'il peut parier 

91 contre laS, c'est-à-dire , un peu moins de 3 con- 
tre 4. 
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Celui qui entreprend d'amener le six une fois en H 
quatre jets a pour sort ^^ a ; de sorte qu'il peut 
parier 671 contre 626 , c'est-à-dire , plus de i con- 
tre I. 

Celui qui parie de l'amener en cinq jets a pour 
sort ^y^ a y et peut déposer 465 1 contre 3ia5 , c'estr 
à-dire , un peu moins de 3 contre a. 

Celui qui entreprend de l'amener en six jets a pour 
®^^* i lVr l ^> et peut déposer 3io3i contre lôôaS , c'est- 
à-dire , un peu moins de a contre i. 

On peut continuer ainsi le calcul jusqu'à un nombre 
quelconque de jets ; mais on verra dans la proposition 
suivante qu'il y a un moyen de l'abréger , sans quoi 
il serait beaucoup trop prolixe. 

REMARQUES. 

Celui qui entreprend d^amener le six une f pis en quatre ji 
jetSj etc.). Il m'est quelquefois venu à l'esprit queq^l- 
qu'un pourrait peut-^tre rendre suspect le calcul de ra.u- 
teur , en raisonnant de la manière suivante : si celui qui 
parie d'amener le six en quatre jets , a à peu près la mê- 
me attente de gagner ou de perdre , c'est-à-dire , peut 
gagner ou perdre avec la même facilité y il arrivera 
qu'après avoir joué pendant quelque temps , il- aura- 
autant de fois gagné que perdu , si le hasard n'est 
pas contre lui ; de sorte qu'il se trouvera autant de 
fois quatre jets qui lui auront donné le six , qu'il 
s'en trouvera -de fois quatre qui lui auront donné un 
autre point : il y aura donc un six en 8 jets , et par- 
tant six cents jets , par exemple y donneront 76 
six. Supposons maintenant que six autres joueurs 
jettent le dé , à condition que le premier gagnera , s^il 
amène Pas ; le second , s'il amène le d^ux ; le troisième ^ 
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8 il alnène le troî» , eta II est certain que ; par la 
liât are da jeu y leurs sorts seront égaux ; et sHls jouent 
aussi à fortune égale , il en résultera nécessairement 
que six cents jets donneront loo six. Donc , en jouant 
à jeu égal , et avec une fortune égale , on. a cent 
£ns et moins de cent fois le six en six cents jets , 
ce qui est absurde. Pour réfuter ce sophisme , j'ad- 
mets ^u'en jouant à fortune égalé , on doive avoir 
cent fois le six en six cents jets ; mais je nie que si 
quelqu^un parie de Tamener une fois en quatre jets ^ 
Û lui faille quatre jets pour gagner ; car il peut avoir 
«n six au premier , au second ou au troisième jet , 
et alors- le surplus des quatre premiers jets se trouve 
ajouté aux quatre suivans , de sorte qu'il en faut 
moins de huit pour gagner et pour perdre une partie.. 
Voici maintenant comment je démontre Tapplication 
de ce raisonnement à notre hypothèse : je suppose 
que le premier de chacune des suites de quatre jets 
^uLme font gagner la partie donne le six ; en ce cas*, 
pnr gagner cent fois , il ne me faut que cent jets ; 
fes^Scx!) autres, divisés par 4, dénotent que je per- 
drai 125 fois ; mais si c'était le dernier. jet de cha- 
cune de ces suites qui donnât le six , il me faudrait 
400 jets pour gagner 100 fois ,'et il n'en resterait 
que aoo , de sorte que je perdrais 5o" fois. Il y a 
donc des cas où je perdrais plus de fois que je ne 

gagnerais ; et il y en a d'autres où je gagnerais plus 
e fois que je ne perdrais ; d'où je conclus qu'il est 
bien possible que je joue de cette manière à sort 
égal. Au contraire , si quelqu'un entreprenait d^ame- . 
ner un six en trois jets , il y aurait des cas où il 
gagnerait autant de fois qu'il perdrait , savoir , si 
le troisième de chaque suite de trois jets donnait le 
six ; il y en aurait d'autres où il perdrait beaucoup 

plus 
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plus de fois qu'il ne gagnerait , savoir , si le six. ve- 
nait au premier jet de chaque suite ternaire ; mais 
il n'y en aurait aucun où il gagnât autant de fois 
qu'il perdrait : et de là il résulte évidemment qu'on 
ne peut jouer un pareil jeu sans perte. Je suis entré 
ici dans ce détail , pour faire voir combien peu de 
confiance méritent ces raisonnemens qui ne touchent 
qu'à l'écorce , sans pénétrer . au fond du sujet ; et 
cependant rien n'est plus ordinaire dans tout le com- 
merce de la vie , même parmi les hommes les plus 
sages. 

PROPOSITION XI. 

Trouver en combien de jets on peut entreprendre d^amener 
deux six ou sonne% y avec deux dés. 

Si quelquW entreprend d'amener deux six avec 
deux dés au premier jet , il est visible qu'il a un cas 
pour gagner la partie , ou pour avoir a , et qu'il en 
a 35 pour la perdre , ou pour ne rien avoir , puis- 
qu'il y a 36 coups de dés. Il a donc , par la seconde 
proposition -^ c. 

Celui qui entreprend la même chose en deux jets '^ 
obtient a , si le premier jet donne sonnez ; s'il ne le 
donne pas , il lui reste un jet , ce qui , comme on 
le vient de voir , lui vaut ^ a. 

Or , il a . un cas pour avoir sonnez au premier 
jet , et 35 pour ne pas l'avoir ; donc , au commence- 
ment du jeu y il a un cas pour a et 55 pour 3^ « , 
ce qui , par la seconde proposition , vaut yljj a , et 
il reste , pour son adversaire ^ {\^ eu 

On peut , en partaiit de là , troftver le sort ou 
la part de celui qui entreprend la même chose en 

F 
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quatre jets , en omettant le cas du pari eiï trois jets. 
En effet , celui qui parie d'amener sonnez en quatre 
jets , obtient a s'il réussit au premier ou au second 
jet , autrement il lui reste deux jets qui y par ce qui 
précède , valent j^fj a ; mais , par la même raison i il 

a aussi 71 cas pour avoir sonnea au premier ou au 
second jet , contre 1206 qui ne le donnent point. 
Il a donc , au commencement du jeu ,71 cas pour 

. a et 12.25 pour T^fj a , ce qui vaut , par la deuxième 
proposition , Tr7 9 6Ti ^ > et il reste pour son adversaire 
jfyHl^a. Ainsi leurs sorts sont dans le rapport do 
1 78991 à 150092.5. 

D'après cela , on trouve de la même manière Tat- 
tente de celui qui parie d'amener sonnez en 8 jets ^ 
et de là le sort du joueur qui l'entreprend en 16. 
Le sort de ce dernier et de celui qui entreprend la 
même chose en 8 jets ^ servent à déterminer l'attente 
du joueur qui parie d'amener sonnez en 2.4 jets. Et 
comme , dans cette opération ^ on cherche principa- 
lement combien il faut de jets pour que le sort du 
joueur qui parie d'amener sonnez devienne égal à 
celui de son adversaire , on pourra supprimer quel- 
ques-uns des dertiiers chiffres , sans quoi les nombres 
Kcroîtraient immensément. C'est ainsi que je trouve qup 
celui qui entreprend d'amener cette combinaison en 
24 jets , n'est pas encore au pair , et que celui qui 
l'entreprend en %5 jets commence à avoir l'avantage. 

REMARQUES. 

I Maïs , par la même raison ^ il a aussi yi cas p etc. ) 
il est bon d'observer ici qu'une attente quelcon- 
que , etpriméfi par une fraction , peut être consi* 
dérée , ainsi que l'auteur le suppose , comme résuV 
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tant d'autant de cas pour obtenir le dépôt û que Pin- 
^que le numérateur de la fraction , et d'autant de 
cas pour o que le désigne la différence entre le dé* 
nominateur et le numérateur , quoiqu'on ait pu par- 
venir d'une autre manière à cette même attente. 
Ainsii^ quoique celui qui entreprend d'amener sonnez 
en deux jets , ait pour sort 7^ a j parce qu'il a i 
cas pour a et 35 pour jg a ^ il pourra encore etre^ 
considéré comme ayant ce sort à raison de 71 cas 
pour a , et laaS pour : car avec 71 cas pour a et 
I2.a5 pour o , il a pour sort —7 ^ i ^t celui qui au- 
rait plus de cas pour a et moins pour , et récipro- 
quement , aurait aussi , contre Pnypothèse , un sort 
plus ou moins avantageux que TiiT^? P^^ lecoroll. i* 
de la proposition IIL 

Oest ainsi que je trouve que celui qui entreprend^ 
d'amener cette combinaison en 24 jets y etc. ) L'auteur 
a établi, dans la proposition précédente , qu'on peuç - 
entreprendre avec avantage d'amener feu 4 jets le six 
avec un seul dé ; maintenant il assure qu'il y aurait 
de la perte à se charger d'amener en 2.4 jets deux 
six avec deux dés. C'est ce qui pourra paraître ab- 
surde à beaucoup de gens , parce qu'il y a préci- 
sément le même rapport entre 24 jets et les 06 po- 
sitions de deux dés , qu'entre 4 jets et les 6 position^ 
d'un seul dé. Paschal , dans sa lettre à Fermât , qu'on 
lit à la page 181 de ses œuvres , imprimées à Tou- 
louse en 1679, rapporte que la même difficulté re- 
buta un certain anonyme , homme d'un grand sens ^ 
mais dépourvu de connaissances en géométrie. Ceux 
qui sont imbus des principes de cette science ne s'ar- 
rêtent nullement à ces contradictions apparentes ^ 
bien convaincus qu^en mille rencontres , . le calcul 
montre les choses autrement qu'elles ne paraissent au 

F 2 
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premier abord : dé sorte qu'ils ont grand soin , commo 
je Tai conseillé plusieurs fois , de sa tenir en. gard^ 
contre le$ analogies. 

Sur la Proposition en général. 

Si , au lieu de nombres , Fauteur eût employé deg 
lettres , il aurait pu renfermer cette proposition et là 
précédente dans un seul problème , et en trouver 
la solution générale avec autant de facilité , de la 
manière suivante. Soit a=34-c le nombre de touslea 
cas qui peuvent avoir lieu avec un ou plusieurs dés , 
ou dans tel jeu de hasard que ce soit ( car notre calcul 
ïie s^applique pas plutôt aux dés qu'à d'autres épreu-» 
ves du sort à réitérer un certain nombre de fois, 
et où le nombre des cas est toujours constant et in- 
variable ) ; soit b le nombre des cas dans lesquels 
on obtient le nombre de points prescrit , ou dans 
lesquels on réussit en ce qu'on se propose ; et c le 
nombre des cas qui font manquer ce nombre de points, 
ou qui empêchent de réussir. 

Cela posé , si quelqu'un entreprend d'amener en 
un coup ce qui a été proposé , il est clair qu'il a b 
ou a- c cas pour réussir , c'est-à-dire , pour obtenir, le 
dépôt que j'appelle à présent i , et c cas pour avoir 
o , ce qui , par le coroll. i ^e la proposition III , 

\^ï donne pour sort ^ : sUl l'entreprend en deux 

coups , il a fl — c cas pour i ou pour j , et c 
cas pour parvenir au sort précédent , ce qui , par 
la proposition IH , lui vaut —^ : s'il entreprend là* 
même chose en trois coups , il a encore a^c cas 
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pour I ou poar — , et c cas pour le sort qui, vient 

d'être trouvé , savoir , pour ^^~ , ce qui lui vaut 
—^' de même, s*il Tentreprend en 4 coups, son 
attente se trouve vjJoir -^^^i si en 5,^-^; et, en 
général , s'il l'entreprend en n coups , son sort est 
-^jr- ; de torte qu'il reste à son adversaire -^. 

A cette méthode qui appartient à Tauteur , on 
peut en ajouter deux autres qui ne sont pas sans 
élégance. En voici une : cherchez de suite les diver- 
ses attentes du joueur , pour les épreuves successives 
séparément ; c'est-à-dire , cherchez par ordre quel est 
son sort , s'il entreprend d'amener ce qui est pro- 
posé au premier , au second , au troisième , au qua- 
trième y etc. y coups exclusivement aux autres ; la som- 
me de ces attentes diverses sera l'attente cherchée. 
S'il entreprend de l'amener au premier coup, son sort, 

comme on l'a vu , est ^^ = -. S'il veut l'amener 

au second coup ', et qu'il le fasse au premier-; il 
manque son but , puisqu'il ne devait l'amener qu'au 
second ; ainsi , il est frustré du dépôt : mais , s'il ne 
l'amène pas au premier coup , il lui reste, pour réus- 
sir , un coup unique , qui , comme.il a été dit , vaut 

^j or, le nombre des cas qu'il a pour l'amener au 

premier coup , est t , par l'hypothèse , et le nom- 
bre des cas où il ne le fait pas est c: donc, par le 

coroll. I de la proposition III , son sort est ^. Ce*» 

lui qui se charge d'amener le point où le hasard 
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presérit prëcisémeAt au troisième çonp , manque ans** 
si le dépôt s'il Tamène au premier , puisqu'il ne rem- 
plit pas là condition imposée , qui était de ne le faire 
qu'au troisième^ mais s'il l'amène au premier coup, 
il lui reste deux épreuves, dont la seconde seule peut 

le faire gagner ; et alors , il lui- est dû — : Or , il 

y B.b cas pour que la chose prescrite arrive au pre- 
mier coup , et c cas pour qu'elle n'arrive pas : son 

tort est donc, par le même cor(^. , ^. Celui qwi pré- 
tend réussir précisément au quatrième coup , est éjgfa* 
lement privé du dépôt , s'il ne manque pas au pre- 
mier , et s'il manque , les trois autres coups le font 

parvenir à l'attente précédente ^ ; ce qui lui doua* 
pour sort actuel ^'. On trouve de la même manière 
•p- , pour le sort du joueur , si c'est au cinquième 
coup qu'il se charge de réussir ; ^, si c'est ausixiè^ 
me; et en général — ^ si c'est au ti*. Ainsi le sort da 
joueur est - , si c'est au premier coup qu'il entre- 
prend d'amener le hasard proposé; ^, si c'est ai» 
second; ^ , si c'est au troisième; ^' , si c'est au 
dernier: d'où il suit que, comme l'attente de celui 
qm a entrepris de réussir à quelqu'une des n pre» 
mieres épreuves indéfiniment, es^égale à la somme 
^ tous ces sorts particuKers, son attente sera t_^ 
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Je fcr hk^ • * 9% kc^"^ • t 

— -H -^ -H -^. • • . jusqu a —, suite de termes enpro- 
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cession géométrique , dont la somme est 

comme ci-dessus. 

j4utre méthode. Celui qui entreprend d'amener avec 
un seul dé un nombre de points donné en /i jets , est au 
même état que si , jouant avec n dés , il pariait qu'au 
moins quelqu'un de ces dés ofiTrirait ce nombre de 

5 oints en un seul jet. Concevez donc n dés à a faces ^ 
ont il y en ait c qui ne portent pas le nombre 
de points dont il s^agit. Le nombre de tous les cas 
que pourront donner les n dés sera a" , comme l'au- 
teur Ta démontré à la suite de la. proposition IX ; 
et j par la même raison , celui des cas particulier» 
où aucun des dés n'offrira le nombre de points pres- 
crit sera c» , parce qu'avec chacune des c faces d'un 
dé , pourra concourir chacune des c faces semblables 
des autres dés. Il est donc nécessaire que , dans les 
un — ^/2 autres cas ^ ce nombre de points soit donné 
par un dé oii plusieurs. Ainsi , celui qui fait un tel 
pari a a^-^c^ cas , pour avoir le dépôt i , et c* cas 
pour avoir o,ce qui lui produit encore le sort précédem- 

inent trouvé . ^ - ^ de sotte qu'il reste à son ad ver-* 

caire —^. 

Ce problême étant ainsi résolu d'une manière gé» 
nérale , si nous voulons savoir avec l'auteur com- 
bien il faut de jets pour que la condition du joueur 
«oit égale à celle ée son adversaire , il suffit d'égaler 
leurs sorts teb qu'on les vient de trouver , pour 
avoir a'* — c^^rCn , ou û^sriC* ; d^où résulte cette règle : 
élevez aux mêmes puissances le npmbre de tous le# 
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cas , et le nombre- de ceux où l'effet qu'il s'agit de 
produire n'a pas lieu , jusqu'à ce que le premier 
nombre devienne le double du second'; alors, 
l'exposant de la puissance indiquera le nombre cher- 
ché. • Cette opération a cet avantage sur celle de l'au- 
teur , qu'elle ne suppose le calcul d'aucun des cas pré- 
cédens , et elle admet également les abréviations 
dont l'auteur fait mention , et qui consistent à sup- 
primer les derniers chiffres , et à chercher par sauts 
les attentes des joueurs: car le quarré d'un nombre 
étant donné , l'on peut trouver son biquarré sans avoir 
son cube , et son biquarré quarré , indépendamment 
des puissances intermédiaires ^ etc. Il est bon d'ei- 
poser ici toute l'opération relative à l'exemple de 
l'auteur, où a =3 6 et c?=3 5. 



Trop faible. Trop fort.. 



aa = 

«4 =1679 • 
a^ =2.819 . 
a^^=7946 . 
a^*=aa39 . 
a' ^=8060 . 



36 
1296 
1680 . 
2823 . 

7970 • 

2.2.50 . 
8100 . 



Trop faible. Trop fort, 
c = 35 

ce =1^ 1225 

c^=i5oo. . . ji5oi . . * 

c^ =a25o. • • 2.254 . . . 

c'^=5o62. . . 5o8i . . . 

c**=ii38. . . 1146 . . . 

c*^=z:3983. • . 401 1 • . . 

ic^^z=zOSLyG. . . 22.92 . . . 

2(7*^=7966. . . 8022 . . • 



Où l'on voit que la 24*. puissance du nombre 36 ; 
qui tombe entre 2239. • • ^^ 225o. .. , est plus petite 
que le 4o^ble de la 24^ puissance du nombre 35, 
qui tombe entre 2276.. .et 2292...; mais que la 
25*, puissance du premier , qui sl pour limites 8060. . . 
et 8100. . . , excède le double de la même puissance du 
dernier , qui est entre 7966. . . et 892a. , . 
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Il faut pourtant avertir que tout cela peut se fçiire 
d'une manière , sans comparaison , plus expéditive , 
par les logarithmes , comme il suit : puisque nous 
avons (C = %C , et que des nombres égaux ont des 
logarithmes égaux, nous aurons aussi ri/ a=:/x4.n/c, 

ou nla^nlczzdx , ou , enfin y nziz j—i^. On trouvera 

donc le nombre de jets cherché, en divisant sim- 
plement le logarithme de 2. , par la différence des 
logarithmes des nombres a et c. 

Voici Topération : 

a =. 36 I /a = 1 . 5565oa5 
c == 55 ( le = I . 544P680 

J^—XoTh^s = 0-^oio3^oo, plus de 24, et moins 
de 25 ; ce qui s^accorde parfaitement avec le cal- 
cul de Tàuteur et avec le nôtre. 

La solution qu'on vient de voir nous a donné Toc- 
casion d'examiner quelques problèmes du même genre, 
tels que celui*ci: on suppose que plusieurs joueurs 
entreprennent d^jamener un nombre de points donné', 
et qu'on accorde à chacun plusieurs jets consécu- 
tifs , à l'un plus, à l'autre moins; on demande quel 
est le sort de chaque joueur. D'abord il est clair , 
par ce qui vient d'être démontré , que celui dont on 

eherche le Sort aurait ^~^ , s'il jouait le premier; 

mais , s'il y en a d'autres qui le précèdent , son 
sort doit avoir moins de valeur. On voit ensuite 
que la somme des attentes dé ceux qui jouent avant 
lui , doit être égale à Fattente d'un seul qui les rem- 
placerait tous , et à qui l'on accorderait autant de 
jets qu'ils en ont' ensemble; mais , si l'on appelle s ^ 

G 
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le nombre de cee jets, cette attente ^ra, par latné^ 

me raison, -^-y^ : donc , lorsque le premier cont- 

mence à jouer, il y aa^ — c^cas pour que quelqu'un 
des premiers en ordre gagne la partie , et enlève le 
dépôt à celui dont ori cherche le sort , et c^ cas pour 
que celui-ci soit en tour , et pour qu'il acquière te. 

sort ^^^ , ce qui , par le corolL I de la propowtîoa 

m, vaut ^nas 55: ■ ^^s . Cest ce qu on peut en- 
core démontrer de la manière suivante : 'puisque ^ 
par Phypothèse, on a accordé à tous les joueurs, Je 
dernier compris y s + n jets , leur attente totale sera 

— ^^" ; si donc on en retranche la somme ^^^ des 
attentes de ceux qui le précèdent , il restera pour 
la sienne seule -^-jr+s — ■— --7-==^ "> v# ~'> comiae Ci- 

devant. Remarquez qu'ion abrège singulièrement ce 
calcul , si les nombres a et c ont un facteur coni- 
mun , et que , par le coroll. II de la proposition 
III , on leur substitue les moindres termes . dans le 
merae rapport. Supposons, par exemple, que quel- 
ques joueurs parient d'amener 7 points ' avec deux 
'dés , et qu^on accorde au premier i jet, au second 
2 , au troisième 5 , au quatrième 4 jets consécutifs , 
et que je veuille savoir quelle est Tattente d» qïua- 
trième. Puisqu'ici le nombre des jets du 4^. <, ou n=4 , 
que la somme des jets accordés à ceux qui le pré-r 

cèdent, ou ^ssi+a-^-DsiD, et qu ainsi ^— jrrr^ ^'^^ ^^i^î 

que d'ailleurs a et c , nom.bres de tous les cas que 
donnent deux dés , et de ceux ou l'on n'amène pas 
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sept points, sont 56 et 5o , auxquels on peut sub- 
lituer seulement 6 et 5 , j'en conclus que si du pro- 
duit de la quatrième puissance de 6 , multipliée par 
la sixième puissance de 5 , j'ôte la dixième puissance 
de 5, et que je divise le reste par la dixième puis- 
sance de 6 y j'aurai la valeur de l'attente cherchée 
du 4^ joueur , savoir , lltlVi^l ^ ^ 

Dans ce problème , il est manifeste que la somme 
des attentes des joueurs , en quelque nombre qu'ils 
soient , et quel que ffoit celui des jets qu'on leur ac- 
corde y est toujou^s^ au - dessous de l'unité , car il 
est toujours possible qu'aucun d'eux n^amène le nom- 
bre âe points^ prescrit j. quelque rare que cela, puisse 
être. D'ailleurs, il est encore de toute évidence qu'à 
nombre égal de jets , chacun des derniers joueurs 
a une condition moins avantageuse que chacun des 
premiers , et doutant moins qu'on accorde à chacun 
plus de jets consécutifs , puisqu'on peut en accor- 
der assez pour que l'espoir du premier joueur de- 
vienne presque une certitude, et que celui des autres 
s^évanouisse. Cette considération nous a suggéré cet 
autre problème. Lenombre des jets accordés au premier 
joueur étant donné , combien faut-il en accorder au se- 
cond et aur autres pour que les sorts de tous les joueurs 
soient égauxPOr, lenombre des jets du premier doit être 
tel que son sort n'excède pas { s'il y a deux joueurs , j s'il 
y en atrois,-y s'ilyen a quatre, etc. , autrement le pro- 
blème serait impossible. Soient m le nombre des joueurs , 
X celui des jets qu^ils ont ensemble , y celui des 
jets qu'ils ont tous , excepté le dernier , et partant 
X — y le nombre des jets du dernier seulement; enfin , 
n , le nombre des jets du premier : l'attente de ce- 
lui-ci sera ^^ ^ et la somme de celles de tous les 

G a 
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joueurs conjointement , e::zf! j et comme l*attente de 
chacun est supposée égale à celle du premier , cett» 
somme sera aussi '"(^'-"'^ On aura donc 2if!!=:i!2 =« 

■7,— >ou^— -^iT =' — ■^,ou,en transposant 

pr — ^ 4-< — 'n =» — ^ ; et , en prenant les lo- 

garithcies , x l c-x la=l ( mc^f^ma" )-n l a , puis eï> 
divisant , x=. iimùt^liILll , ou en changeant lea 

signes à cause de a>c,x ==iLif=l|^5±Ei2f->. Par la 

même raison , la somme des attentes de tous les 
joueurs qui précèdent le dernier , c'est-à-dire , dea 

m— *•! premiers joueurs est (?t^H''"~'") s» fù^ • d'où 
Ton tire 'de la même manière y «^î^^'-^fi^îf^ : 

• ^ la — ic 

on a donc *>r,fin /r,,y^ /("»^« ^+ *~'nf W(«>^+ T^m^) 

ce qu'il fallait trouver. Par exemple ^ s'il y a 
trois joueurs , au premier desqurfs il soit accordé 
deux jets , et qu'il soit question d'amener 7 points^ 
avec deux dés , ou 6 points avec un idé ^ ce qui 
est la même chose , puisque , dans les deux cas , la 
raison du nombre a au nombre c est celle de 6 à 5 ; 
alors , comme /i = a , le sort du premier , selon ce qui a 

été démontré ci-dessus , est ^~f = ^ , un peu moins 

du tiers du dépôt. Je fais d'abord m=:a y ensuite m=5; 
et je trouve par-là que pour que les sorts soient à peu 
près égaux , il faut accorder trois jets au second 
joueur , et huit au troisième* 
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PROPOSITION X I P. 

Trouver avec combien de dés on peut entreprendre d^a-- 
mener deux 6 au premier jet. 

Cette question est précisément la même que s^il L 
•'agissait de savoir en combien de jets on peut en- 
treprendre d'amener (Jeux fois le 6 avec un seul dé. 
Si quelqu^un Tentreprenait en deux jets , il lui écher- 
rait, comme on Fa vu,y^ a. Celui qui se charger gtit M 
de ramener en trois jets , et qui ne l'aurait pas au 
premier, aurait encore deux jets , dont il faudrait 
que chacun donnât le 6 , ce que nous avons dit va- 
loir ji a ; mais s'il avait le 6 au premier jet , il 
suffirait que les deux autres lui donnassent une fois 
ce nombre de points , ce qui , par la proposition 
X , vaut 77 a : or il certain qu'il n'a qu'un cas pour 
avoir le 6 au premier jet , et qu'il en a cinq pour 
ne l'avoir pas. Il a donc au commencement du jeu - 
un cas pour -j- n , et cinq cas pour -j^ a , ce qui , par la 
proposition II , vaut —, a ou ^ a. Si Ton continue 
le calcul graduellement , en supposant toujours un 
jet de plus , on trouve qu'on peut parier avec avan- 
tage d'amener deux fois le o en dix jets avec un 
seul dé , ou d'ameiiçr deux 6 avec dis; dés au pre- 
mier jet. 

R E M A R (lU E $. 

Cette question est précisément la même ^ etc. ) Si , par L 
«xemple , on accorde un jet avec dix dés ^ il est de 
toute évidence qu'il n'importe nullement que les dés 
ftoient jetés ensemble et d'un seul coup , ou qu'ils^ 
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le soient guccessîvement et Tun après Tantre ; et s'ils 
le sont successivement , il est encore constant qn'il 
est indîiférent dé jeter dix dés différens ^ ou de jeter 
dix fois le même dé. 
M Comme on Va vu , etc. ) Car on a vu dans la pro- 
position précédente que •— a est la part de celui 
qui entreprend d^amener deux six en un seul jet avec 
deux dés; mais il vient d'être observé qu'il est iû- 
diîFérent d^avoir un seul jet avec deux dés , ou d^a- 
voîr deux jets avec un seul dé; donc celui qui en- 
treprend d^amener detix six avec un seul dé en deux 
jets a aussi pour soct y^ a. 

Sur la proposition en général. 

Le problème que Tauteur propose ici e^t suscep- 
tible , comme lé précédent y d'une solution algébrique. 
Pris en général , il consiste à trouver quelle est l'at- 
tente de celui qui a entreprie d'amener un hasard 
deux foia , trois fois , quatre fois ^ ou plus souvent , 
en un nombre donné d'épreuves : car le sort de celui 
qui ne se charge de l'amener qu'une fois a. déjà été 
calculé dans la proposition précédente. 

Celui qui a entrepris d'amener un hasard deux 
fois en deux coups, et qui le manque au premier, 
n'a aucune, partie du dépôt qu'il laisse tout entier à 
son adversaire ; mais s'il réussit au premier coup , 
il est encore tenu de réussir au second , et alors 

il a pour sort —^ selon ce qui a été remarqué sur 
la proposition précédente ( les lettres a^ b^c conser- 
vant les mêmes valeurs ) , et il reste ^ pour son ad- 
versaire , dont il convient de chercher le sort par 
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préférence , vu que l'expression en est plus simple. 
Or , il a è cas pour réussir , et ç cas pour manquer 
au premier coup. Son adversaire a donc c cas pour 

avoir le dépôt i = — et b cas pour avoir ^ ; ce qui 
lui vaut £f±îi^ 



aa 



Si quelqu'un se charge de faire une chose deux 
fois en trois coups y et qu'il réussisse .au premier ^ 
ce qui arrive toujours en b cas , il n'a plus besoia 
tgue de réussir une fois en deux coups , et partant 

il laisse à son antagoniste ^ , selon ce qui a été re- 

«narqué sur la proposition précédente ; mais s^il man- 
^e au premier coup , ce qiii arrive en c cas , il 
.£iut qu'ai réussisse deux fois aux 4eux coups suivsua&9 
ce qui , comme nous venons de le dire , vaut à son 

•adversaire 2±2^. Celui-^ci a^donc x: <^s pour ~îp^ et 



1^ cas pour — , ce qui lui donne pour sort —3'—. 

De . même «celui qm parie de ;faii^ Ufie chose êevx 
fois en qiaatDe coups ^ laissera cause des b cas 9 où 

il peut réussir au premier , le sort J à son adversaire , 

et , par les c cas contraires , il le fait arriver à l'at- 

*énte précédente *±t^ ,-ce ^ui vaiit â ce dernier 

Que «i cpielq^*(in ^^vk am e n er wn hasard trois fois 
en trois coups ^ ej .qu^'il manque au premier , il laisse 

à son adversaire tout le dépôt i =: -~— i ^^^^ 

^'le premier cbù^p liii est favorable , il lui reste deux 
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coups , dont il faut encore que chacun lui réussisse ; 

et nous avons vu qu'^alors le sort de son adversaire 

est — — : or il a ft cas pour réussir et c cas [pour 

manquer au premier coup. Donc Fat tente de son 

adversaire est ^ ■ • 

On peut déduire de la même manière les attente* 
de celui qui parie qu'Hun joueur n'amènera pas ua 
hasard 2. , 3 , 4 fois ou plus souvent , en 4 , 5 , 6 coups 
ou davantage. C'est ce qui a donné lieu à la table 
suivante qu'il est aisé de continuer au besoin. Il suffit 
pour cela de considérer que les colonnes transversales 
de. cette table contiennent des termes consécutifs de 

toutes les puissances dii binôme ^^ , que la seconde 

par exemple, comprend une suite de termes du quarré; 
la troisième du cube , la quatrième du biquarré y etc. ; 
de sorte que la première colonne verticale présente 
seulement les premiers y la seconde les deux premiers , 
la troisième les trois premiers , la quatrième les quatre 
premiers termes de ces puissances.; car on en conclut 
aisément que celui qui accorde n jets à un joueur 

pour amener un hasard , a pour sort ( (f+nbc^-^' ) 7 > 
«'il s'agit de Tajoiener deux fois; (c'^nb c»-M- ~^bb 
^"^) j„ ,s'il s'agit de l'amener trois fois; {c'^nbù^^ 
.^^^bbc^-^r^^^:^ hc^s) ^ , s'il' s'agit de 
l'amener quatre jfois ; et engénér^il (cM-n bc^-'-h^^'—^ 

ppc^ 2^ __.^ — j^j çf^^^ ^ ^ . msqu a -^- ; — ^ 

î=^±ljw-i^«^;;,+;)2^ s'Il s'agit dc l'amener m fois. 
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On peut parvenir autrement à la même formule , 
et la déduire élégamment de la théorie des combinai- 
sons ^ de la manière suivante. Il est constant , par 
ce qui précède , qu'il revient au même d'entreprendre 
d'amener m fois une face donnée , avec un dé en 
n jets , ou d'amener m faces semblables , avec n dés ^ 
en un seul jet. Soient donc les dés A ^ B ^ C j D ^ etc. , 
dont le nombre soit n , ayant chacun a faces ^ b 
favorables et c contraires au joueur ou à celui qui 
tient le dé , et qu'il soit question de savoir en com- 
bien de cas il peut arriver qu'il n'y ait qu'un seul 
dé j qu'il n'y en ait que deux , trois , quatre , 
etc. , et enfin qu'il n'y en ait que m — i qui donnent la 
face favorable au joueur ; car, dans tous, ces cas , il 
manque son but , et son antagoniste gagne le pari. 
Il a été démontré dans les remarques sur la pro- 
position précédente qu'il y a c^cas où il peut arriver 
qu'aucun des n dés ne donne la face dont il s'agit ; 
et l'on voit également qu'il y a ^ ou ^^ ou bl y etc. 
cas où un dé déterminé , comme ^ ou deux,y^ et B , ou 
trois,^ , i? et C , etc. ^ sont favorables au joueur, comme 
il y en a C-souc"— ^, ou c*^-^, etc. , dans lesquels les au- 
tres n — z , ou /i — X, ou n — j , etc. dés lui sont contraires : 
et comme chacun de ces derniers cas peut arriver avec 
chacun des premiers, le produit de leur multiplica- 
tion en donnera èc'^— ' , ou t-^c^-^ ou b^c^'-s , etc. Mais le 
dé ou les dés favorables au joueur pouvant être y^, ou 
B ou C y etc. , s'il n'y en a qu'un ; ou bien A et B ^ on A 
et C, ou -B et C, etc. , s'il y en a deux j^ ou bien^, 
B et C , ou Ay B et D y etc. , s'il y en a trois , etc. , 
il en résulte que ces nombres de cas doivent encore 
être multipliés par les nombres qui indiquent com- 
bien de fois tons lesn dés peuvent se prendre un à un, 
deux à deux , ou trois à trois , etc : or , par la théorie 
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des combinaisons , qui sera expliquée dans la seconde 

partie ^ ces derniers nombres sont n , ou ^^ ou 

UaH'^Zl? ^ etc. Cette seconde multiplication étant faite 

on aies nombres de cas nb c^-' ^ ou ^^—^' fc^^c'»-^ y 

ou 2LJLlL!f— h^c^-3 , dans lesquels la face favorable est 

donnée seulement par un , ou par deux , ou par trois 
dés pris d'une manière quelconque j d'où il est aisé 

de conclure que "•^-^- fi^z..^n^m+2 ^«-; ^/i^+/ sera le 

* /• 2. j • • • m—/ 

nombre de cas où la face favorable au joueur sera 
donnée par m — i dés. Donc , puisque tous les cas qui 
viennent d'être énumérés font gagner le pari à Tanta- 
goniste du joueur , et que d'ailleurs le nombre de 
ceux que donnent n dés est a^ , le sort de aet adversaire 
sera, par le coroll. i de la prop. III ^{(f^-^nh c-'^ 

'• 2 -+" I. 2. ^ u 2. 3 ••• «— I 

^ , comme ci-dessus. 

Mais , comme dans la question proposée , ainsi 
que dans la précédente, il s'agit principalement de 
savoir combien il faut de jets pour que le sort du 
joueur devienne égal à celui de son adversaire , ou 
pour que chacun d'eux ait le droit de prétendre la 
moitié du dépôt , je n'ai plus qu'à former une équa- 
tion entre le sort trouvé de l'adversaire et \ , pour 
en déduire , autant qu'il est possible , la valeur du? 
nombre n. Par exemple , si je veux savoir avec l'au- 
teur combien il faut de jets pour que celui qui parie 

H 2 
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d'amener deux fois le 6 avec un dé , joue à jeu égal ^ je 

fais ^^ = i , et j'ai a^x c^"^ % nb c^ =(zc;+a/i è)c^-» 

ce qui indique qu'il faut élever le nombre a à une 
puissance qui soit à peu près égale au produit de 
la puissance du nombre c plus basse d'un degré et 

du double de la somme de c et de i^ , ce dernier mul- 
tiplié par l'exposant de a ) car , après l'opération , 
l'exposant de a indiquera en combien, de jets on 
peut entreprendre d'amener deux fois un hasard déter- 
miné. Voici le calcul pour l'exemple de l'auteur , dans 
lequel a , nombre de tous les cas que donne un seul 
dé , = 6 , b , nombre de ceux qui donnent le 6=i ^ 
et c , nombre de ceux qui ne le donnent pas , =5. 



a :=:z6 

m =ai6 

a9 = 10077696 



c =5 
ce =;a5 
c4 = 62.5 
c^ = 39062.5 
c9 = i955ia5 



a9 =10077696 <s,i 0937500=28x590625 = ^c-hi8b. c9. 



a'o=6o466i76 > 58593750=30x1953125 =2(;+20&.c9. 

Ainsi la neuvième puissance dea étant encore au-des- 
sous^ mais la dixième étant au-dessus de la puissance de 
c , inférieure d'un degré y multiplié comme il a été dit y 
on doit en conclure que neuf jets ne sont pas encore suf- 
fisans , mais qu'on peut entreprendre , avec avantage, 
d'amener deux fois le 6 en dix jets avec un dé. 
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C'est ce qu'on peut encore construire géométrique- 
ment par le moyen de la logarithmique. Soit C H 
Taxe d'une logarithmique quelconque FE G : menez 
les ordonnées E A ^F C qui soient dans le rapport 
de a à c , et prolongez-les de tonte leur longueur en 
B et en 2? ; par ces deux points , menez la droite 
B D qui rencontre la courbe en G , d'où vous abais- 
serez l'ordonnée G H : alors , C A étant pris pour 
l'unité, vous aurez C H~n , nombre de jets avec le- 
quel on peut entreprendre d'amener deux fois un 
hasard donné. Et ce que nous venons de déterminer 
par la rencontre de la ligne droite et delalogarithmique, 
on pourrait le faire par l'intersection de la pp.rabole 
et de la logarithmique , s'il était question d'amener 
^rois fois un même hasard , et par le moyen de cette 
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dernière courbe , et d'une courbe algébrique d'huit 
genre graduellement plus élevé , s'il était question de 
ramener quatre fois ou davantage. 

Nous pourrions ici , comme sur la proposition pré- 
cédente , pousser plus loin nos recherches , et calculer 
les sorts de plusieurs joueurs qui , ayant chacun tant 
de coups à jouer successivement en nombres égaux 
ou inégaux , parieraient d'amener un certain nombre 
de fois un même hasard. Nous pourrions encore for- 
mer plusieurs questions de cette espèce , mais il faut 
avancer , et laisser quelque chose à Findustrie du 
lecteur. 

Cependant , afin qu^on ne puisse pas se mépren* 
dre sur ce qui précède , nous croyons devoir avertir 
que les problèmes qui dépendent de cette proposi- 
tion et de la précédente , et qui consistent à trouver 
l'attente de celui qui entreprend d'amener une seule 
fois , ou tant de fois , un hasard donné , doivent s'^en- 
tendre en ce sens que le joueur ne laissera pas de 
gagner , si ce hasard arrive plus souvent : car s'il 
devait perdre alois , le problème serait tout diffé- 
rent , et il en résulterait d'autres attentes qui trou- 
veront leur application dans ce qui va suivre , et 
que par conséquent nous avons encore à déterminer , 
avant de quitter ce sujet. 

Pour rendre la solution plus générale, supposons^ 
que le nombre des cas ne soît pas constant , mais 
qu'il varie d'un jet à l'autre d'une- «lanière quelcon- 
que en appelant : 

Pour le jet. . . . . • 

Le nombre de tous les cas. 
Le nombre des cas favorables. 
Le nombxe des cas contraires. 
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Cela posé , s'il a été accordé cinq jets , par exem- 
ple , et qu'il soit question d'évaluer le sort de celui 
qui aurait entrepris de réussir à quelques-uns , comme 
aux trois premiers , et non aux autres , il faut con- 
sidérer que chacun des b cas du premier jet peut 
venir avec chacun des e cas du second , et que cha- 
cun des be cas qui en résultent peut encore venir 
avec chacun des h cas du troisième , ce qui donne 
beh cas ; que de même chacun des r cas du 4*, jet 
peut venir avec chacun des u cas du cinquième , ce 
qui donne ru cas ; qu'ainsi chacun de ces -derniers 
pouvant arriver avec chacun des premiers beh y le 
nombre de tous ceux où le joueur réussit aux trois 
premiers jets , et non aux deux derniers , est behru ; 
et comme le nombre de tous les cas pour les cinq 
jets est , par la même raison , adgps , le sort cherché 

est -^1^, par le i cofolL de la prop. IIL De là se 

tire la règle suivante : 

RÈGLE 

Pour connaître le sort d'un joueur à qui sont accordés 
plusieurs jets , et qui est tenu d^amener un hasard 
donné à quelques-^uns dà ces jets précisément y et non 

à d^autres. 

Multipliez le produit des cas qui donnent le ha- 
sard dont il s'agit , et où le joueur est tenu de l'ame- 
ner , par celui des cas qui ne le donnent point , et où 
il est tenu de ne pas l'amener, et divisez ce dernier pro- 
duit par celui de tous les cas qui ont lieu pour tous les 
jets : le quotient exprimera le sort cherché. 
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Corollaire i^^. Si les nombres des cas sont les mêmes 
pour tous les jets, c'est-à-dire , si Ton a d:=g:=p=s 
s=a ; e=h~cf=t=b , et f=:i=r=uz=c ; le sort trouvé 

J~ deviendra ^- , et plus généralement ^-^J"— » n étant 

le nombre de tous les jets , et m le nombre de ceux 
où le joueur est tenu d'amener le hasard proposé. 

CorolL z. Si les nombres des cas sont les mêmes 
pour tous les jets , et que le nombre des jets où il 
faut amener le hasard soit déterminé , mais qu'il ne 
finit pas nécessaire de l'amener à tel et tel jet pré- 
cisément ; par exemple , s'il a été accordé 5 jets y 
et que le joueur soit tenu de réussir trois fois , sans 
autre limitation , il est clair que le sort qui vient 
d'être trouvé doit être muhiplié par le nombre qui 
exprime combien de fois cinq jets peuvent être pris 
de fois trois à trois , ou , en^ général , combien de 
fois n choses peuvent être prises m k m. Or , par la 
théorie des combinaisons , que nous donnerons dans la 

seconde partie, ce nombre est - — ;; — ;;; : — 

OU, ce qui est la même chose , * 

Ainsi l'attente du joueur vaiitra «•"-''"-*•"-?••♦"-'«+', 

iH^^ ou ^ • ^""^ ' ^— ^ » ^—1 •.... m+i h^^'"* 



PROPOSITION 
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PROPOSITION XII P. 

Si y ai un coup à jouer avec deux dés y et que la loi 
du jeu soit que je gagnerai le pari si j^ amène y points^ 
que mon adversaire . le gagnera si j^en amène lo ^ et 
que y dans tout autre cas y nous partagerons également 
Pargent du jeu , quelle part avons-nous chacun à y 
prétendre ? 

Puisque sur les 36 cas que donnent deux d€s , il 
y en a 6 pour sept points et 5 pour dix ^ il en reste 
2.7 où les deux sorts sont égaux , et où il nous ap- 
partient à chacun ^ a. S'il n'échet aucun de ces 2.7]^ 
cas , j'en aurai 6 pour gagner Je pari , c'est-à-dire , 
pour avoir a , et 3 pour le perdre et ne rien avoir ; 
ce qui , par la IP. proposition , me vaudrait ^ a. 
J'ai donc , au commencement du jeu , 27 cas pour 
^ a , et ^ cas . pour f a ; ce qui , par la même pro- 
position , équivaut à 7^ a, et il reste pour mon ad-O 



versaire {^ a. 



REMARQUES. 

S^iln^échet aucun de ces xy cas ^ etc. ) L'auteur com-N 
mence par chercher l'attente de celui qui a 6 cas 
pour gagner et 3 pour perdre , et c'est de cette 
attente, qui vaut j a , qu'il déduit celle qu'il cherche. 
Mais on peut aussi trouver celle-ci immédiatement et 
sans connaître la première , car 2.7 cas pouri a^ 6 caa 
pour a et 5 pour o que me donne la loi du jeu , me valent 
également Y^ a ,par le corolL i de la prop. III; de même 
que 27 cas pour -" a , 3 cas pour a et 6 pour o qu'a mon 
adversaire , lui valent 7^ a , par le même corolL 

1 
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O Et il reste pour mon adversaire i^ a ) C^est-à-dire ^ 
le reste du dépôt ; <:ar , comme nous aurons infailli- 
blement tous deux ensemble , à la fin du jeu , la 
totalité du dépôt , ni plus ni moins y nos deux attentes 
prises collectivement doivent Tépuiser tout entier ^ 
d'après notre axiome , et comme nous l'avons remar- 
qué sur la prop. IV y lettre C II en serait autrement 
s'il y avait des cas où d'autres dussent aussi parti- 
ciper au dépôt ; par exemple , si , lorsqu^il n'échet ni 
6 ni^io points , l'argent du jeu devait être donné 
aux pauvres : car ayant alors 6 cas pour a et 5o 
pour o , je n'aurais plus à attendre que -^ a , et le 
sort de mon adversaire , à cause de 5 cas pour a 
et de 55 cas pour o y ne vaudrait plus que -^ ^-^^ 
reste du dépôt ^ a Serait dû aux pauvres y qui , par 
cette raison y seraient censés être de la partie. 

PROPOSITION XIV- 

Si jouant avec deux dés y que nous jetons alternative* 
ment mon adversaire et moi , je dois gagner dès que 
j^amènerai y points , et lui dès qu'il en amènera 6 y 
et que je lui aye accordé le premier jet , quel sera le 
rapport de mon sort au sien ? 

Soient a: mon sort et a le dépôt ; le sort de mon 
antagoniste sera a — x , et il est clair que toutes les 
fois que les dés lui reviendront y mon sort sera encore 
=a: : mais quand c'est à moi à jouer y mon sort a 
plus de valeur. Soit cette valeur y. Puisque sur 56 cas 
que donnent deux dés , il y en a 5 qui donnent 6 points 
et qui font gagner la partie à mon adversaire, et 
5i autres où les dés me viennent y j'aurai , avant 
qu'il joue , 5 cas pour o et 5i cas pour y , ce qui , 
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par la IH prop. , vaut ^ ; mais nous avons supposé 

d'abord que mon sort était =: x. On aura donc ^ 
:=zx , et partant y = 2_if^ Nous avons supposé d'ailleurs 

que quand c^est à moi à jouer , mon sort vaut y. 
Or , j'ai alors 6 cas pour a , puisqu'il y en a 6 pour 
7 points qui me font gagner la .partie ; et j'ai 3o 
éas pour x ^ puisqu'il y en a 3o où les dés revien- 
nent à mon adversaire , ce qui , par la IIP. prop. , 

vaut ^'^'^^^ =^y* Mais nous avons déjà trouvé ^ = 
y. On a donc 2^4^ = î^ , d'où l'on tire a: = p , 
valeur de mon sorJ: ; par conséquent , celui de mon 
adversaire vaut |^ : ainsi , mon sort est au sien 
comme 3i à 5o. ' 

REMARQUES. 

Dans ce problème ^ l'auteur est obligé d'avoir re- 
cours à l'analyse algébrique , tandis que , dans tous 
les précédens , il n'avait employé que la synthèse. 
La raison de la différence est que , dans ceux qui 
précèdent , l'attente cherchée découlait d'autres at- 
tentes , ou entièrement connues et données , ou in- 
connues , mais naturellement antérieures et plus siin* 
pies , et qui ne dépendaient pas de celle qu'il s'agis- 
sait de trouver : ainsi , en commençant par les plus 
simples de toutes , il pouvait avancer graduellemeiit ^ 
et passer à des cas de plus en plus compliqués , et 
les résoudre sans aucune espèce d'analyse j mais il 

I 2 
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n'en est pas de même ici : car , pour déterminer , à 
la manière de Tautear, le sort que j'ai , lorsque mon 
adversaire joue , il faut que je sache quel est celui que 
j'acquiers ^ lorsque les dés me viennent ^ et je ne puis 
le savoir sans connaître le premier, qui est pourtant 
celui que mon intention est de chercher. Ces deux 
sorts étant donc inconnus, et dépendant l'un de l'autre 
réciproquement , on ne peut , en marchant sur les 
traces de l'auteur , les déduire l'un de l'autre , sans 
le secours de l'analyse. J'ai cru devoir faire ici cette 
observation, et profiter d'un exemple frappant , pour 
montrer la différence des deux méthodes , et des cas 
où l'on doit les appliquer. 

J'ai dit , on ne peut , en matchant sur les traces de 
V auteur ) ; car il y a encore une autre voie particu- 
lière qui conduite la solution du problème, sansanalyse, 
et qui peut servir aussi dans ce qui va suivre. Au lieu de 
deux joueurs jetans alternativement les dés , suppo- 
sons-en une infinité , à chacun desquels il soit accordé 
un seul jet , et jouans successivement, à condition que 
celui des joueurs en ordre impair , qui le premier amè- 
nera six points , ou des joueurs en ordre pair , qui 
le premier en amènera sept , gagnera la partie y et 
emportera le dépôt. Dans cette hypothèse y il est 
clair que le second joueur ne peut gagner, à moins 
que le dernier des deux premiers jets ne soit le seul 
qui donne sept points; que le troisième ne peut avoir 
Pavantage , à moins que le troisième des trois pre- 
miers jets ne soit le seul qui en donne six; ni le qua- 
trième , à moins que le dernier des quatre premiers 
jets ne soit le seul qui en donne sept , et ainsi de 
suite : si donc à 5* et à 3i , nombres des cas favo- 
rables , et contraires à six points , avec deux dés , nous 
substituons t et c , qu'à 6 et à 5o , nombres des cas 
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favorables , et contraires à sept points , nous substi- 
tuions e et f^ et que nous représentions par a le nombre 
de tous les cas è-f-c , ou e^f ^ la règle apposée à la 
fin des remarques , sur la proposition XII , nous don- 
nera les sorts des joueurs comme il suit 

Joueurs. L IL m. IV. V. VI. VIL VIII. etc. 

Sorts. '«. ^ '4 £fî^- ^- ^4 -^- ^' etc. 

Si Ton suppose maintenant que le premier , le troi- 
sième , le cinquième et autres joueurs en ordre im- 
pair , soient remplacés par un seul , que le second ^ 
le quatrième , le sixième et autres en ordre pair , 
le soient par moi , il est constant qu'on aura l'es- 
pèce même de la question présente , et de plus, que 
mon attente et celle de l'autre remplaçant seront 
respectivement égales à la somme de celles des joueurs, 
auxquels nous sommes respectivement substitués. Mon 

sort sera donc exprimé par £- 4- ^ 4- ^ h- -^ etc* 

et le sort de mon adversaire par - + ^ + -^ h- — ^ > 

etc, suites infinies géométriquement proportionnelles 
dans la raison de ûa à çjf, dont la première donne pour 

somme ^^^ , et la seconde ^^^ ; de sorte que mon 

sort est à celui de mon adversaire , comme ce est à 
ah ^ ou en reprenant les valeurs des lettres a, t,cet 
e , comme 3i est à 3o , précisément comme ci-dessus. 
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APPENDICE. 

L'auteur termine ce traité par les cinq problèmes 
suivans ; mais il ne donne ni analyse , ni démons- 
tration , et il en laisse l'invention et le travail au 
lecteur. Nous sommes obligés d'y suppléer ici en par- 
tie , et de renvoyer le reste au second livre. 

PROBLÈME L 

A et B jouent ensemble avec deux dés , et voici la loi 

du jeu : A gagnera la partie sHl amène six points y 

. et B s^il en amène sept; A commence et joue une fois y 




gagné. On demande quel est 
le rapport du sort de A au soit de B ? je réponds: comme 

Solution. Supposons que le sort de A vaut t lors^- 
qu'il commence à jouer , x lorsque le tour de B est 
venu , y lorsque J;} a joué une fois , % lorsque B a 
joué deux fois , c'est-à-dire , lorsque les dés revien- 
nent à A. Car comme tous ces sorts sont difierens et 
inconnus , que celui qui précède dépend de celui 
qui suit y et le dernier du premier , ainsi que Topé- 
ration va le démontrer , on ne peut , selon ce qui 
a été remarqué sur la dernière proposition, on ne 
peut , dis-je , résoudre ce problème , du moins par 
la méthode dfe l'auteur , qu'en employant l'analyse 
algébrique. Maintenant , puisque sur les 56 cas qu'on 
a avec deux dés , il y en a 5 qui donnent six points^ 
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à /4 et lui font gagner le pari , et 3i qui font pas^ 
ser les dés h. B ^ A aura , an conimcncement du jeu 
5 cas pour obtenir a, ou le dépôt , et 3i cas pour 
obtenir x ^ ce qui , par ' la proposition tant de fois 

citée , va;ut il±lL^,et comme ce même cort a d'abord 

été appelé t^ on aura t=^ ^~T^~* ^^ second lieu ; 

le tour de B arrivant , y/ a 6 cas pour avoir zéro 
( puisqu'il y a six cas pour 7 points , qiii sont favo- 
rables à son adversaire ) , et il a 5o cas pour acqué- 
rir y , ce qui lui vaut \ y. Mais c'est <:e sort-là même 
que nous avons précédemment exprimé par x j donc 
x=: \ y. En troisième lieu , lorsque B après le premier 
jet va passer au second ^ A ^ par la même raison ^ a 
6 cas pour o et 5o pour le sort suivant % ; et comme 
alors mênaie il est supposé obtenir y , on aura y^=|2S. 
Enfin les dés revenant à ^ , ce qui lui donne le sort 
que nous avons ndmmé ^ , il a 5 cas pour amener 
6 points et par conséquent pour avoir a, et 5i cas 
pour ne pas les amener et par conséquent pour avoir 
son premier sort t; car s'il n'amène pas 6 points , les 
deux joueurs seront au même état qu'au commence- 
ment , puisqu'il restera encore un jet à A ^ après quoi 
il devra y en avoir deux pour B , puis deux pour 
-^,' et ainsi de suite, précisément comme au commen- 
cement du jeu : or il est constant que 5 cas pour a 

et Di cas pour t valent ■"•^— ; donc ^ = ^-^--^— • 

Après avoir ainsi trouvé autant d'équations qu'il y a 
d'inconnues , il faut remonter des dernières aux pre- 
mières , et substituer la valeur de % tirée de la dernière 

dans la troisième, pour avoir y=^^g^^ , substituer en- 
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suite cette valeur dans la seconde , ce qui donne x = 

iajtf + 775i, çt enfin substituer cette dernière valeur 
1296 ^ 

dans la première. On aura' de cette manière le sort 
cherché f= ^^ y , et il restera pour le | sort de B 

— ^If : de sorte que le sort de A sera au. sort de B 

22631 ^ 

comme io355 à 12.2.76, ainsi que Tauteur Fa trouvé. 
On peut parvenir au même résultat d'une manière 
un peu plus expéditive , si Ton n'emploie que trois 
inconnues ^ t^ a: et % ^en omettant le sort y qui échet 
à A , après que B a fait son premier jet. En effet , 
il résulte dé ce qui a été remarqué sur la proposi- 
tion XI en général que le sort de celui qui entre- 
prendrait d'amener une fois sept points en deux jets 
serait j^ du dépôt; car a nombre de tctos les cas 
esfàc, nombre de ceux qui ne donnent pas sept 

points, comme 6 à 5 , et partant fiil2 = i^. Delà il 

faut conclure , d'après la note i , qu'il y a 1 1 cas 
pour que B .venant à jouer amène sept points à l'un 
de ses deux jets et gagne le pari , et pour que A n'ait , 
rien ; et qu'il y a 2.5 autres cas pour qu'aucun de 8es 
deux jets ne lui donne ce nombre de points, et pour 
que A reprenant les dés ait le sort z. Ainsi A dont 

•le sort est x ^lorsque^B vient à jouer, a *^, de sorte 
que a; = ^. Et si l'on substitue dans cette équation 
la valeur de z trouvée ci-dessus , on aura de même 

— T2IJ6 y et par conséquent t^^-—;. 
Telle est la méthode de Tauteur. U convient delà 

suivre 
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suivre dan« tous les jeux de hasard de la même es- 
pèce ^ où Ton a une suite continuelle de sorts incoh- 
nus j pourvu qu'après un -certain nombre de jets , on 
Toie reparaître le lUMie état de choses et les mêmes 
sorts inconnus que les joueurs avaient en commençant. 
Mais on n^aperçoit pas aussi facilement la manière 
de traiter les problèmes où cette récurrence n'a pas» 
lieu , rnais où l^on trouve toujours des sorts nou- 
veaux et différens des premiers , également incon- 
nus, et cela à Tinfîni ; et c'est ce dont on no trouve 
aucun exemple dans le traité de Fauteur. J'en avais 
proposé quelques-uns dans les ephénrcrides de France 
de l'année i685 , art. 25 , persuadé que quelqu^unr 
voudrait bien en entreprendre la solution. Mais après 
Favoir attendue inutilement pendant cinq ans entiers ^ 
je la publiai moi-même dans les actes de Leipsick , 
du mois de mai 1690; et dès le mois de juillet sui- 
vant , l'illustre Leibnitz y consigna d'une manière 
un peu enveloppée y le principe de solution que je 
vais exposer maintenant plus à découvjert. Je ferai 
voir d'abord comment ce principe peut servir à ré- 
soudre le problème dont il s'agit actuellement \ car 
il ne diffère point de celui que j'ai empfoyé dans^ 
les remarques pour la solution du problème précé- 
dent , et il s^applîque avec la même facilité tant 
aux questions où les mêmes sorts reviennent circu» 
lairement , qu'à celles où cette récurrence n'a pas^ 
lieu ^ avec cette seule différence que dans les pre- 
mières on parvient à une ou plusieurs séries infi- 
nies , dont les sommes peuvent s'exprimer par quel- 
que quantité déterminée , et que dans les autres on. 
arrive à d'autres séries qu'on ne peut pas sommer de 
la même manière. 

Soient une infinité de ioueurs^ à chacun desquefe. 

K 
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des jets accordes pour amener le point de 7 pour le- 
quel il y a ^ cas, vaut constamment i , etn , nombre 
de tous les jets depuis et compris le premier , vaut 
successivement i , a , 3,, 4 , etc. Ces valeurs étant 
substituées , on a le tableau suivant : 

Joueurs. 
L II. III. IV. V.: VI. VIL VIILIX. X. XI. XILXIILXIV.XV.. 

AB B A A A B B B B A A A A A 

Sorts. 

*. K ^* ^. ^. *£î. ^^ ^^ ^ ^. ^ ^ ^. }£L. t^ 

a âa aï' a^* a> a^ af ai "05' a«» s^^' ^ if«»' a^i a}i" 

Alors je remplace ces joueurs par -^ et J9 ^ en 
assignant à chacun les numéros que leur assigne Tétat 
de la question ; enfin je réunis les attentes corres- 
pondantes à ces numéros pour avoir les attentes to- 
tales de Tun et de Tautre. Ainsi , dans l'exemple IV 
où A doit avoir le premier jet , ensuite le 4*. , le 
5*. et le ô-"" , puis le II^ , le laV^ le I3^ ^ le 14*. et le 
I5^ et ainsi de suite , je forme une série particulière 
des attentes des joueurs désignés par ces nombres ^ et 
une antre série des attentes du 2.^ , du 3^, du 7*. et des 
autres joueurs que B remplace ^ et je trouve de cette 
manière : 

sort àeA-^^^-^-^^^^^^^^^^A^^^^etc. 

on a en éliminant b ^et substituant par-^tput a*— c , 
sort de ^ = I - - -H - -. ^ + '^ ^ ;^, etc. 
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^t sort de ^ = j — --♦-;? — iïïî -^ r? ^*^- > 

complément du premier à Tunité, 

Voici encore une autre manière de résoudre ces aortes 
d« questions. Je suppose de nouveau , au lieu de A et do 
B une infinité de joueurs A ^ B ^ C ^D ^ E ^ F^ G ,etc. , 
mais j'attribue à chacun autant de jets consécutifs que 
Tétat de la question en assigne k A on k B ^ toutes les 
fois qu'il se retrouvent en tour de jouer. Ainsi ^ dans 
le quatrième exemple déjà cité , A devant jouer une 
fois , B deux fois , puis A encore trois fois , B quatre 
fois , etc. y je suppose que A doit jouer une fois j B 
deux fois j un autre joueur C trois fois ^ un autre 
D quatre fois etc. ; alors je cherche séparémejit le 
sort de chacun , eu égard aux nombres des jets at- 
tribués tant à lui qu'à tous ceux qui le précèdent , pris 
collectivement. Ce calcul ne présente aucfdn embarras ,' 
puisque n étant le nombre ceux-là et 5 le nombre de 
ceux-ci j nous avons démontré aux remarques sur la 
proposition XI que lé sort de chaque joueur est , en 

gênerai , .^-j— -^ = -. _ _^. Sjl dooc , dans le 4*. 

exemple , our prend successiv^raént , att Keu àen^ les 
ïiQrabres i^ a ,3 ^ 4 ^ etc. ^ et •pf>nTS lés hotabres O ^ i > 
5 , G ^ 10 , ^feQ, ^ou les sonvnaes cfes pteçiiTets i , d^ 5 y 
4, et<;f^^ depuis et coiapris 1 ^ oh âùia ànsaitôt lêè 
sqOits respectif» de^ divers joueurs, comme il^uit: 

Joueurs: A ^ jR. Ç. . J?,..^ M^ - P- G, 

Sorts: 

f 
\ \) . 

Alors il ne reste plus qVà réujpur en UTW|jSeuJejîonMne 
les attentes idfes joueurs A\C\ J& , G , etc. , de rang 
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impair ^ et en une autre celles des joueurs B ^ D ^ 
F , de rang pair , pour avoir les attentes respectives 
de A et de B j jouant alternativement ^ lesquelles 
sont visiblement égales à ces sommes. Kopérat^on 
serait la même si la question supposait trois , quatre 
ou un plus grand nombre de joueurs. 

Chacune de ces* méthodes est également applicable 
aux trois autres exemples de ces sortes de questions. 

Si , pour abréger ^ on fait /n = ^ ^ on aura pour le* 

quatre exemples , les solutions , que voici : 

w I X J^'^ +^ — m^^m} — m^-^nfi — ^^4-m»* — ^m»M-mM — etc» 

5=: -H» — m^^m^ — nfi^nû — ih'^+ot"^— /n^o+m»^ — tic. 
Azsn — fnr\rfri^ — m^-^^ni^^—m^^J^m^^ — ot^4./«3^— /5rH5+ctc^ 






tts 



r 



Chacun de ces sorts est exprimé , comme on voit ; 
par une série infinie^où les signes-Het— alternent perpé- 
tuellement et dont les termes sont tirés de laproportien 
continue 77- 1 : m: z/i* : m^. ms ^ etc, par sauts inégaux^ ce 
qui empêche qu^onne puisse en avoir exactemen|Ja som- 
me; mais il est facile d^en approcher , en nombres , aussi 
près qu'on veut.. Ainsi, en supposant a=36^ nombre 
de. tous les cas que dennent deux dés , c=:3o , nombre 
des cas contraires au point de 7 qu'il s'agit d'amener , 

et partant j ou m =y|= 7 ^ on tAùve , â moins d'^un 

cent millième près , pour le sort de A , dans le pre* 
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xnîer exemple \l^ol ^ dans le second j^^^ , dans le 
troisième ToUH î ^t dans le quatrième rllill 9 par^tout 
à moins d'un cent millième près , d'où il suit que le 
sort de y^est au sort de j9 dans le premier comme Ji^5i 
à 2.8069 ' d^^^ ^^ second comme 40068 à 59942. , 
dans le troisième comme 59670 à 4o52^^ et dans le 
quatrième comme 62592 à 47608. 

Au reste si Ton examine les exposans des puissan- 
ces de m qui constituent les termes de ces séries , on 
s'apercevra qu'ils sont par-tout relatifs aux nombres 
mêmes des jets que l'état de la question assigne à 
j4 et k B alternativement : ainsi , dans la première 

série , i— m-+-/n*— m^-i-m^— m'+m^ etc. , les exposans sont 

successivement o, 1,2.94, 5, 8, 9 etc. y et leurs 
différences i,i,2.,i,3,i etc^ répondent précisé- 
ment aux nombres des jets que requiert Thypothèse' 
de k. première question, puisqu'elle attribue, par 
ordre ,ijetàyJf,iàJ9,2à-^, ià5,3à-^, 
I àJ5,etc. Observez que cette loi -est tellement gé- 
nérale qu'elle a lieu même dans les exemples où les 
nombres de jets alternativement accordés à deux 
joueurs sont pris au hasard , sans avoir entre eux 
aucun rapport constant et déterminé ; considération 
qui nous fournît la règle suivante , pour trouver en 
Un moment les sorts de ces joueurs. 
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;^k G L E 

Pour connaître les sorts de deux antagonistes jouant 

jusqu^à ce que Vun ou Vautre gagne le pari ^ lorsque 

chacun à son tour a plusieurs jets consécutifs y désignés 

par des mombres donnés quelconques et continués à 

rinfini. 

Je suppose que pour tous les jets les nombres des 
cas sont les mêmes y ou que la valeur de la quantité 

^ ou m est constante. 

Ecrivez, par ordre, d'abord les nombres donnés 
des jets accordés à chacun des deux joueurs , ensuite 
les sommes de ces nombres depuis et compris le pre- 
mier ; alors prenez ces sommes pour les exposans d'au- 
tant de puissances de la quantité m que vous^ferez 
précéder alternativement des signes •+• et — : ces puis* 
sances vous donneront l'attente du premier joueur ; et 
si vous en retranchez l'unité et que vous en changiez 
tous les signes , vous aurez Tattente de son adver- 
saire. 

Par exemple , si A doit jouer 3 fois consécutives , 
B I fois , A 4 fois , B i fois ^ A 5 fois , ^ 9 fois , et 
ainsi de suite à l'infini , en suivant si l'on veut les 
nombres cyclométriques de Ludolph , dont la pro- 
gression n'a aucifne loi déterminée , les nombres des 
jets seront ^successivement ..3141592.65 etc.^ et 
leurs sommes depuis et compris le i^''. . . o , 3 , 4 , 
8,9, 14 , 23, 25 , 3i , 36 etc. et partant , 

Sort de ^=i— m^+m* — m^+m* — /n'^-Hw*'— w'^-H/tz^' — /n'^-Ktc» 

Sort de 5= H-m»— m*-+-/w'— ./n'-+-m'*--m*'+;72*^--m''+/w'*--etc. 

Observez que si le nombre des jets a une limite au- 
•ii delà 
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delà de laquelle le jeu ne puisse être continué, quoi- 
qu'aucun des joueurs n'ait gagné le pari^ la même 
règle a encore lieu , à cela près que le dernier terme 
dont Texposant est égal à la somme de tous les jets , 
drilt être rejeté ^ comme redondant , de celle des 
séries où il a le signe H-; de sorte que les^ attentes 
des deux joueurs , prises ensemble , sont plus petites 
que l'unité de toute la valeur de ce terme. Ainsi , 
dans l'exemple précédent , s'il fallait s'^arrêter après 
le 6 posé en dernier lieu , c'est-à-dire , après le 56\ 
jet , on aurait 

sort àeyii=:i^frM^m^-^m^-¥nri^-nf^-i'm^ $ 

sort de B= 4-77i3— /nH-77i^— m^-^m'^-^m'^-^m^^-r-m'' ; 
Et partant sort de yf4-«ort de -B=i-m^^. 

PROBLEME II 

Ttbis joueurs A^B et C éprennent zx jetons ^ ^ blancs 
et 8 noirs ^ et jouent à cette condition : celui qui , les yeux 
voilés j amènera le premier un jeton blanc gagnera le pari : 
A tire le premier , B le second yCle troisième y puis A re- 
commence et ainsi de suite alternativement. On demande en 
^el rapport seront leurs sorts respectifs. 

* Le sens de ce problème est ambigu , ce qui donne 
lieu à plusieurs solutions différentes*. Car on peut sup- 
poser que les jetons quî sortent sont remis dans l'urne - 
avant le tirage suivant , et que le nombre en reste 
^toujours le même ; ou qu'ils n'y sont pas remis , de 
'sôrtç que leur iioinbrè décroisse continuellement : on 
peut apposer d'ailleurs que chacun des joueurs, a 
J2 jetorip > \ou que les ttois joueurs en ont 12 en 
càtamvxL " 

L 
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Si les jetons sortis doivent rentrer dansTurneà chaque 
tirage , il est indifférent que chacun des joueurs en 
ait douze ^ ou qu'ils en ayent douze en commun; et 
voici comment on peut trouver leurs sorts respectifs^. 
I. Par la méthode de l^ auteur. Soient, a; le sort ^ 
premier , y le sort du second , et ;5 celui du troisième. 
Lorsque le premier, on A j commence le jeu , il 
a, à cause des 4 jetons blancs, 4 cas pour gagner 
le pari , ou pour avoir le dépôt , et , à cause des 8 
jetons noirs , il a 8 cas pour perdre sa primauté, 
et passer à Fétat du troisième , et partant pour ac- 
quérir le sort % , ce qui vaut ^^=^~[; ainsi , le 

sort du I^^, X =~-^. Par la mên^e raison, lorsque 

le premier ouvre le jeu , le second , ou J5 , a 4 cas 
pour retirer o, et 8 cas pour acquérir la primauté^ 
et la condition du premier , ou le sort x y ce qui 
vaut ^ a:=7 or; ainsi, le sort du second, y=:f xj)e même 
encore le troisième, ou C, a , au commencement , 4 c^s 
pour o, et 8 cas pour avoir le second rang, pu Le sort du 
second joueur y ; ce qui vaut f y ; c'est pourqupîle sort 
jdu troisième , 2s = 7 y , d'où Ton tire y = 7 z : et comme 
on a aussi trouvé y=:ya7, ona|a=:ja7; c^est-^-dire ', 
%=:^x. Cette vabur dé % ^ substituée dans la pre- 
mière équation x = î^, donne arjsrfn-iya?, ou Xssrf 

Donc y (=far)— Xet2 {^jy):=z^ : et partant 
x:y:^:: 9:6:4, 

a. Par notre méthode.^ Soient en général a le nom- 
bre de tous les jetons , b le nombre des jetons blanC», 
fi celui de? jetons noirs ; et suppo^ns encore la loi 
4u jeu restant la même , une infinité de joueurs ti-^ 
rant de Turne et .y remettant un jeton Tun ap;rês 
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Tatitre. Ck>]nine le nombre des jetons blanfcs et teluî 
des jetons noirs sont constamment les mtmes à tons 
les tirages , le coroll. i de la règle annexée aux re- 
marques sur la prop, XII , nous donnera les atten- 
tes des divers joueurs , comme il suit : j^^^ÉI 

J o u E U^RS. 
l II- III. IV. V. Vr* VIL VIILIX. X. XI.XIlXlII-XIV.XV.ctc; 
ABCABCABCAB C A B C etc. 

Attentes. 

L if- ^, ifL- ^ ^* ^. i£l. ^ ifl. ^. *5^. ^. — — etc 

Ainsi , rhypothèse assignant le i". , le 4^ , le 
7^ , le I0^ , etc. tirages k A y le i\ ^ le 5^ , le 8^ ^ 
le 1 1/ j etc. , à B ; le 3^ , le 6®. , le 9^ , le I2.^ , etc. , 
à C; si Ton ajoute ensemble les attentes respective- 
ment correspondantes à ces numéros , on aura l'at- 
tente de 

p *g I *^ a- £fl J-; *£!! i4-if!î ptr» V^ ^"^ ^® '^ pro^ j ^c 
-''SStftf ' 4iî "^ 4» 4" 4»4 ^^^•> géométrique i — ^î— c' 

r— 5fL4-*fl^ ^4- — 4-^etcl 1=^^ 

V = ir^ 4* A^ 4" 4'5 ^^^'^ \ tfî— Cî 

D'où il suit que les trois sorts sont :: aa: ac: ce; 
c^est-à-dire ici ( à cause de a: c :: i^: 8 : : 5 : o.) ^ 
:: q: 6: 4, de même que ci-dessus. Remarquez que 
si la question supposait 4 joueurs , on trouverait ^ 
de la même manière , que leurs sorts seraient : o) : 
acc'^c^ ^ etsi , en général , elle en supposait n^ : : a^-^ : 
a^-2 c : a/i-s ce , etc. , et ainsi de suite ^ dans la 

raison constante à& a: c. 

L ^ 



% 
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II. Que si le sens du problème est que les trois 
joueurs ayant les douze jetons en commun , les^jetons 
sortis de Turne n'y rentrent pas , il faut observer 
que si , par la sortie successive des jetons noirs , le 
premier |||ieur prend la place du troisième , le troi- 
sième celle du second , et le second celle du premier , 
il ne s'ensuit pas de-là qu^ils fassent entre eux re- 
change des sorts qu'ils avaient au commencement du 
jeu y comme dans Thypothèse précédente j car le 
nombre des jetons de l'urne variant continuellement, 
ils acquièrent des sorts nouveaux , et tout différens 
des premiers, et d'autant plus simples, qu'il est sorti plus 
de jetons noirs : de sorte que les derniers se trou- 
vent totalement connus. Ainsi , en commençant , se- 
lon la méthode de l'auteur , par les plus simples de 
tous , et remontant de proche en proche , on arrive 
enfin , par le seul secours de ïa synthèse , au cas 
proposé. 

Supposons donc qu'il soit déjà sorti sept jetons 
noirs , et qu'ainsi le prochain tirage soit à B ; alors 
le premier joueur , y^ , n'aura plus ^ien à attendre ; 
car , comme il ne reste plus qu'un jeton noir , il 
faudra que l'un des deux autres , soit A on B y amène 
un jeton blanc et ga^ne le pari. Mais , à cause des 
4 jetons blancs , le sepond joueur , B , aura 4 cas pour 
gagner , et à cause du jeton noir qui reste , il aura 
un cas pour perdre , puisque , s'il l'amène , le troi- 
sième joueur y CjHe pourra manquer de gagner. Par 
la même raison , C aura 4 cas pour perdre, ei i 
cas pour gagner. Ainsi , les sorts des trois joueurs 
A y B y Cy sont o , ^ , y. 

Supposons , en second lieu , qu'il soit sorti six je- 
tons noirs ; alors c'est à A de tirer ; il a 4 cas pour 
gagner ^ et les deux autres en «nt autant pour pcr^ 
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ffre ; et comme il reste a jetons noirs j chacun des 
trois joueurs a deux cas pour avoir le même sort 
que lorsqu'il n'en reste qu'un , puisqu'il n'en reste 
qu'un , si A amène un jeton noir , et que ]p pro- 
chain tirage appartient à -B , ce qui est le cas de 
l'hypothèse précédente. Les trois sorts sont donc alors 

^ .4 I 

Imaginons maintenant qu'il soit sorti cinq jetons 
noirs. Alors , C , qui est en tour , à 4 cas pour gagner , 
et chacun des deux autres a 4 cas pour perdre ; et 
comme il reste 3 jetons noirs y chacun des trois joueurs 
a aussi trois cas pour avoir le même sort que lors- 
qu'il en reste 2 : donc leurs sorts deviennent j 

Concevons encore qu'il soit sorti 4 jetons noirs, 
et par conséquent qu'il reste autant de jetons noirs 
que de jetons blancs. B , qui est en tour , a pour lui, 
et les deux autres ont contre eux la moitié des cas ; 
l'autre moitié met chacun des trois joueurs au même 
état que lorsqu'il reste trois jetons noirs : ainsi les 
6orts sont f , f|, ■^. 
Ji» En procédant de la même manière y on trouve que 
les sorts des trois joueurs sont rf, -H" >i ^ ^'^^ ^^^ ^^^^^ ^^^^ 
jetons noirs ; i-i , ^ ^ 1 ^ s'il en est ^orti deux ; 7 , 
Jr^ y TT^ s'il en est sorti un. 

Enfin , s'il n'est encore sorti aucun jeton ^ l'urne, et 
c'est le cas dont il s'agit et pour lequel il a fallu 
d^abord calculer tous les autres , on trouvera , par 
la même méthode , pour les sorts de -^ , B y C ^ Tjy 
TS7^ Y3 ^ ou , en les réduioant au même dénomina- 
teur ^ r^ > TTT î tVt î ^^ ^^^^ q^^ 1^^ ^^^^^ ^^^ ^^^^^ 
joueurs sont : : 77 : 53 : 35. . - 

Au surplus , la méthode qui nous est familière , re- 
çoit encore ici ^son application ; car elle n'est pas plus 
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étrangère aux questions qui se résolvent par la pute 
synthèse ^ qu'à celles pour lesquelles il faut recourir 
à Tanalyse. Puisqu'^il y a huit jetons noirs qui ne 
rentreront pas dans Turne s'ils en sortent , je sup- 
posé neuf joueurs , devant tirer chacun un jeton. 
Bans cette hypothèse y il faudra nécessairementj que 
Tun des joueurs amène un jeton. blanc et gagne le 
pari ; mais aucun ne pourra avoir Tespoir de gagner ^ 
que chacun de ceux qui le précèdent nVit amené un 
jeton noir. Je suppose donc que le nombre de ces je- 
tons , qui est en proportion avec celui des cas , di- 
minue graduellement, et qu'après le premier tirage , 
il reste 7 jetons noirs , qu'il en reste 6 après le se- 
cond y cinq après le troisième , et ainsi de suite ; et 
par la règle annexée à la prop. XII , je détermina 
le sort de chaque joueur , comme on le voit uu ta- 
bleau suivant: 

Joueurs 

No^\ des jeu a 
Blancs h 
Noirs c 
Sorts 



I. 
A 



II. 

B 



la II 



4 
8 

4 • 

■ • 

22 



4 

7 

II. I»' 



m. 

c 
10 
4 

6 



IV. 

A 

S 
4 
5 



V. 
B 

8 

4 
4 



VL 

C 

7 
4 
5 



• 4«7»8 4'^'7«g «iltiîL 4»4'? «-g - 
io.il.i2* 9.ie-«i2* 8.9.xo.«.i2* 7*8.9...Z2* 



Joueurs 

j^O^'^.desjet.a 

Blancs, b 

Noirs c 

Sorts 



VII. 

A 

6 
4 

6,7,8m. u* 



VIIL 
B 

5 

4 

I 



IX. 

c 

4 

4 
o 



5.*<7.'<i>' 4.{.6mix 
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Alora; comme le I*^, le 4^ et le 7^ tirages ap- 
partiennent à -^; le a^ , le 5^ et le 8^ à 5; le 3f., 
le 6*. et le 9*. à C , j'additionne ensemble les sorts 
des joueurs désignés par ces nombres ^ et je trouve 

pour Tattente deA^^^ TrêrrïT -H e.7^^:'o^'i^i'i ^ y P^^^ 
celle ae jD^ i j.ia-t- g.^.io. n. i* ^ 5.6.7.8.9.10.11.12 > ^^ puuL 

r>^n^ fli^ r -l:Zi i- -♦-4.5.6.7.8 . 4.1.^ |.4...5.g^.7.8 CJ r^ji 

ceiie ae w 9 Tôrrim -+- 7.8.p.io:ii.i» H- 4.5.6.7.«.9.»o.ii.i2^ «^i ^"" 

réduit toutes ces fractions au dénominateur commun 
5.6. 7. 8. 9. 10. II. 12. , les numérateurs donnent 4. 5. 

6. 7. 8, 9. 10. II ^4- 5. 6. 7. 8. 6. 7. 8 -h 4. 5. 3. 4. 5. 6. 
7. 8 = 4. 5. 6. 7. 8 ^ 3. 4. 5 + 6. 7. 8 4- 9. 10. 11. , 
4» 5. 6. 7. 8. 8. 9. 10 4- 4» ^- ^» 7- 8* 5. 6. 7 -f- 4* 2». 3. 4. 
5a 6. 7. 8 = 4. 5. 6. y. 8 x a. 3. 4 -h 5. 6. 7 4-8. 9. 10 , 
4. 5. 6, 7- 8. 9. 7 8 4- 4. 5. 6. 4, 5. 6. 7. 8 4* i. 2. 3. 4. 5. 

6. 7. 8 = 4a 5. 6, 7. 8 X 1. 2. 3 -h 4. 5. 6 4. 7. 8. 9 ; 
d'où, chassant le facteur commun 4. 5. 6. 7. 8, on trouve 
que les troiç sorts sont respectivement : : 5. 4. 5 4- 6. 

7. 8 4- 9. 10. Il : a. 3, 4 -f- 5. 6. 7 -+- 8. 9. 10 : i, 2. 5-f- 4. 
D. 6 -h 7. 8. 9 y ou en divisant par 6 : : 10 -+- 56 -f- i65 
^:;=23i : 4 H- 35 -4. i?.ô= 159 : I 4-204-84=: io5 , et 
en divisant encore par 3 : : 77 : 53 : 35 , comme ci- 
dessus. Et comme nous apercevons une loi certaine 
dans la progression de ces nombres , nous pourrions 
aisément donner une règle générale , pour un nom- 
bre quelconque de joueurs et de jetons, s'il était as- 
sez important de s'arrêter encore sur ce sujet. 

IlJ.Si Ton prend le problème dans le troisième sens, 
b'est-à-dire , si Ton suppose que chaque joueur ait 
'douze jetons dans une urne particulière , et qu'ik 
jr^tireiit ces jetons un à un ^ chacun de «on urpe , et 
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tour à tour , on aura une hypothèse qui ne différera 
guères de la précédente , qu^en ce que le nombre 
des jetons étant augmenté, Topération deviendra beau- 
coup plus prolixe. 

Supposons d'abord qu'il ne reste plus de Jeton» 
noirs k j9 ni k B y mais qu'il en reste encore un à 
C, qui alors est en tour. C, ayant quatre jetons blancs 
et un jeton noir ^ a quatre cas pour gagner , et un 
cas pour perdre ; car , s'il amène le jeton noir , j4^ qui 
n'a plus que des jetons blancs , ne pourra manquer de 
gagner ; mais , par la même raison , -^ a 4 cas pour 
gagner , et un cas pour perdre , et il ne reste abso- 
lument rien k B , puisque l'un des deur autres ga- 
gnera infailliblement : donc , les sorta de A yB ^ C 
sont y, o, y. 

Supposons ensuite que A n'ait plus de jetons noirs y 
et qu'il en reste i à chacun des deux autres* En cet 
état B y qui va jouer , à 4 cas pour gagner , et les deux 
autres en ont autant pour perdre ; et il y a un caç 
où le sort de chacun des trois joueurs est le même 
que dans l'hypothèse précédente^ ce qui vaut k Ay 
B C -^ ^ -^ 

Supposons maintenant que A<j B^ C ayent encore 
chacun i jeton noir. Alors A , qui est en tour , à 4 èoft^ 
pour gagner, et les deux autres en ont autant pour 
perdre , et chacun des trois a un cas pojir le sort 

précédent. Les trois sorts sont donc yfy , -37 > Tij doiil 

le rapport est loi : 2.0: 4. 

Il faudrait continuer et chercher de la même ma- 
nière quels seraient les sorts de A ^ B j C , lorsquf'ij 
leur resterait 1.1.2. , 1.2.2. ^ a.a.a , â.a.3 , 2.53 , 53Sy^ 
etc. jetons ïioirs , jusqu'à ce qu'on arrivât au cas prCK 
posé j celui où le nombre des jetons noirs est isùpposé 
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de 8 pour chacun des joueurs. Mais comme le détail 
de cette recherche serait excessivement ennuyeux^ je 
vais montrer comment on peut parvenir par sauts à 
la solution du problème , en déterminant les sorts pour 
les cas seulement où il reste à chacun des joueurs un 
• même nombre de jetons noirs : nombre que nous fe- 
rons toujours==c , comme nous ferons celui des jetons 
hlancs—b et celui de tous les jeton3=ra=ft-^c, 

H faut d'abord considérer toutes les variations qui 
peuvent avoir lieu , lorsque chacun des foueurs tire 
iiu jeton de son urne. Or il est clair qu'il petit 
arriver ou que tous trois amènent un jeton blanc , 
ou qu'il n'y en ait qtic deux qui amènent un jeton' 
de cette couleur , ou qu'il n'y en ait qu'un , ou qu'il 
n'y en ait aucun. 11 faut examiner ensuite combien 
de cfis répondent à chacuhfe de ces variations ; et 
voici comment on peut en découvrir le nombre : si 
quelqu'un pariait que chacun des trois joueurs amè- 
nerait un jeton blanc , son sort serait j, j s'il pariait 

que deux d'entr'eux, ^ et 5, ou ^ et C, ou J9 et 
C amèneraient un jeton blanc et l'autre un jeton noir, 

son sort serait -^ ; s'il pariait que Tun des trois j4 y 

B ou C amènerait un jeton blanc, et chacun des deux 

autres un jeton noir, il aurait pour sort -j ; enfin , 

s^il pariait qu'aucun jjete trois n'^amènerait un jeton 

blanc, son sort serait — . Tout cela résulte évidena-. 

ment du premier corollaire de. la règle annexée à la • 
proposition XII, puisque Tétat de la question est le 
même que si le nombie des cas étant constant , quel- 
qu'un pariait d'ameuei , en tiois épieuv es , un hasard 
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quelconque , trois fois, ou deux fois , ou une fois , ni 
plus ni moins. Maintenant si , d'après la note I sur 
la proposition XI , on rejette le dénominateur com- 
mun des fractions qu'on vient de trouver , les numé- 
rateurs exprim.eront les nombres dçs cas où chacun , 
de ces évènemens peut arriver, . 

Il faut observer enfin que , suivant les conditions 
du problème , /Sf ne peut manquer de gagner , soit 
qu'il amène lui seul un jeton blanc , soit qu'il amèng 
\f,n pareil jeton avec J? ou Ç ^ ^pit qu'il l'amène avec 
jP et C ; que B gagne infailliblement g'il amène uu 
jeton de cette couleur lui seul , ou avec Çj et que Ç 
ne peut gagner s'il ne l'gimène seul ; mais que si au-» 
cun des trois n^amène un jetpn blanc ^ alors chacun 
d'eux parvient au sort qui a été trpuvé pour le cas 
où il y a uu jeton noir de moins daijs chacune des 
urnes. Ainsi en additionnant d'une part les cas fa- 
vorables à chacun des joueurs j de l'autre ^ les cas con- 
traires, nous trouvons que ^ a b^^+^bbo-^-bcc c^s -pouv 
gagner pu pou? obtenir Je dépôt ; , çt bb(Hrzbcc cas 
pour perdre , que J? en a bbcH-bçc pour gagner , et 
p^-+^bbç^%bcc po^r perdre , et que C en a bec pour 
gagner et b^-\-^bbc^rxbcc pour perdre j maisquUly ft 
£} ,<:as dans lesquels cl^acun des t.rojs a Ip sort prcT 

cédeniipent trouvé j et h l'pn appelle ces sorts rrjri ^ 
zc+îf T^p* ®^ trouvera^ par la proppsitipn JII^' 
l'attente de 



^' 



S 
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tccXt+h^+^èkc+ticcXO+c^X'' 



de sorte que si Ton supprime le dénominatenr 

commun et qu'on fasse la multiplication par —^r^ g 

on trotrvera que les sorts de Aj B ^ C sont respecti-* 
vement comme 



btc 






Cela entendu , revenons à la solution de notre pro-^ 
blèmie, et supposons qu'il reste à chacun des joueurs^ 
deux jetons noirs. Alors les lettres ^ et c vaudront 4 
et 2., auxquels on pourra substituer les plus petits nonr-^ 
bres dans le même rapport , savoir, '± et i ; et comme 
dans lexas précédent , où il ne restait à chsctin dea 
loueurs qu'un jeton noir , la raison des sorts que nous 
mdiquons par les lettres p , s ^ f , a été exprimée par 
les nombres lOi , 2.0^ 4, dont la somme , p-H5H-r=>i2.5, 
il est aisé de trouver , par la formule ei-dessus , les 
nombres 2.35 1 9 77c , 264 , qui désignent la raison de* 
sorts des trois joueurs dans le cas présent. 

De même si l'on suppose qu'il reste à chacun des 
jioueurs trois jetons noirs, auquel cas les lettres fc et ér 
valent 4 et 3, et les lettres p ^s ^ t les nombres même 
qu'on vient de déterminer, savoir , 235 !• , 770, 254 ^ 
on trouvera , pour exprimer la raison des sorts , le» 
nombres 2685 1, 11 270 , 4754. 

S'il reste à chacun 4 jetons noirs , de sorte que fes^ 
valeurs des lettres b et c soient 4 et 4, ou , en moin- 
dres termes ^ x et i ^ les sorts se trouveront être r^sr 
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quelconque , trois fois, ou deux fois , ou une fois , ni 
plus ni moins. Maintenant si , d'après la note I sur 
la proposition XI , on rejette le dénominateur com- 
mun des fractions qu'on vient de trouver , les numé- 
rateurs exprimeront les nombres dçs cas où chacun 
de ces évènemens peut arriver, . 

Il faut observer enfin que , suivant les conditions 
du problème , /Sf ne peut manquer de gagner , soit 
qu'il amène lui seul up jeton blanc j soit qu'il amèuQ 
un pareil jeton avec B on Ç j ppit qu'il Tamène avec 
jP et C ; que B gagne infailliblement g'il amène un 
jeton de cette couleur liji seul , ou avec Çj et que Ç 
ne peut gagner s'il ne Tçimène seul ; mais que si au-» 
cun des trois n^amène un îetpn blanc ^ alors chacun 
d'eux parvient an sort qm a été trpuvé pour le cas 
où il y a un jeton noir de moins daijs chacune des 
urnes. Ainsi en additionnant d'une part les cas fa- 
vorables à chacun des joueurs^ de l'autre ^ les cas con- 
traires , nous trouvons que A a b^^+^bbo-^^bcc cas pour 
gagner ou poujr obtenir Je dépôt ? ^ çt bb(H^bcc cas 
pour perdre , que J? en a bbcH-bçc pour gagner , et 
p^-^bbc-hzbcc pour perdre y et que C en a bec pour 
gagner et b^-^jbbc^^rxbcc pour perdre; maisquUly ft 
c} .<:as dans lesquels cl^acun des t.rois a le sort prcT 

cédenjipent trouvé j et si Vçn appelle ces sorts ^J^ ^ 

fP+îf ^q^^Tr* »» trouvera ♦ par la proppsitipn jn, 
Tôttente de 
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tccX I W +il^i^c+ihccXO"{'C^ X- 



de sorte que si Ton supprime le dénominatenr 

commun et qu'on fasse la multiplication par / , g 

on trouvera que les sorts de A^ B ^ C sont respecti- 
vement comme 



èhê'i'hcc 



V'^^^Ati. 



Cela entendu , revenons à la solution de notre pro-*^ 
blèmie, et supposons qu'il reste à chacun des joueurs 
deux jetons noirs. Alors les lettres ^ et c vaudront 4 
et 2., auxquels on pourra substituer les plus petits nonr-^ 
bres dans le même rapport , savoir, '± et i ; et comme 
dans lexas précédent , où il ne restait à chactin des 
joueurs qu'un jeton noir , la raison des sorts que nous 
mdiquons par les lettres p ^ s ^ f , a été exprimée par 
les nombres loi , aOy 4, dont la somme , p-H5-4-/=^i2.5, 
il est aisé de trouver , par la formule ci-dessus , les 
nombres 2.35 1 , 77c , 264 , qui désignent la raison de# 
sorts des trois joueurs dans le cas présent. 

De même si Ton suppose qu'il reste à, chactin des 
joueurs trois jetons noirs , auquel cas les lettres b et c 
valent 4 et 3, et les lettres p ^s ^t les nombres même 
qu'on vient de déterminer, savoir , a35i*, 770, 2.54 ^ 
on trouvera , pour exprimer la raison des sorts , le» 
nombres 26861, 11 270 , 4754. 

S'il reste à chacun 4 jetons noirs , de sorte que fes^ 
valeurs des lettres b et c soient 4 et 4, ou , en moin- 
dres termes^ ^ x et i ^ les sorts se trouveront être r«sr 
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peclivement comme les nombres igSoSi , 97020 , 
4762c). 

S'il reste à chacun 5 jetons noirs , c'est-à*dire y si 
b et c valent 4 et 5 , on a la raison des sorts dans 
les nombres 1087407 , 690940 , 322029 ^ ou , en divi- 
sant par 9 , dans les nombres 120823 i 6566o, 35781. 

S'il reste à chacun 6 jetons noirs et qu'ainsi les 
valeurs des lettres b et c soient 4 et 6 , ou 2 et 5 , 
les sorts respectifs seront dans la raison des nombres 
532423,312620, 183957. 

S'il reste encore à chacun 7 jetons noirs, de sorte 
que les valeurs des lettres b et c soient 4 fit 7 , les 
sorts seront comme les nombres 1984423 , 1236620, 

771957- 

Enfin , si le tirage n^est pas encore commencé et 

que tous les jetons noirs. soient encore dans les urnes, 

qu'ainsi les valeurs des lettres è et c soient 4 et 8 ^ 

ou I et 2 , ce qui est le cas proposé , pour lequel il 

nous a fallu d'abord expédier tous les précédens , 

nous* trouvons que la raison cherchée des sorts des 

trois joueurs A ^ ByC est désignée par les. nombres 

6476548, 4231370, 2768457. 

he lecteur peut, s'il le juge à propos, faire l'ap-f 

pKcation de notre méthode ordinaire à cette hypothèse: 

nous ne croyons pas devoir nous y arrêter. 
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PROBLÈME II I^ 

A parle avec B' que sur 40 cartes à jouer \ 10 de 
chaque ^spècè pu couleur y il en tirera 4 , telles qu^il 
y en ait une de chaque espèce. Et il se trouve que le 

. sort de A est au sort dcB ^ comme 1000 à 8ij^. 

Solution. Supposeï d'abord que A ait déjà* tiré 3 
cartes de trois difFérente« couleurs , il en restera 9 
de chacune de ces couleurs , 2.7 des trois ensemble , 
et iode la quatrième; Ainsi, il est constant qu'en tiranjt 
la quatrième carte, yf aura 27 cas pour perdre et 
JO pour gagner , ce qui lui vaudra jy du dépôt. 

Supposez ensuite que A ait tiré 2. cartes de cou- 
leurs différentes , il en restera 18 de ces deux couleurs 
et 20 des deux autres. Donc , en passant au troisième 
tirage , il a 18 cas pour perdre et 20 pour avoir 5 
cartes de trois différentes couleurs^ c^est-à-dire l pour 
avoir le sort précédent , fy , ce qui lui donne pour 
sort actuel }~. 

Supposez en troisième lieu que A ait tiré une carte 
seulement : il en restera g de la couleur de cette 
carte et 3o dés trois autres ; et partant A ^en tirant 
la seconde carte , a 9 cas pour perdre , et 3o cas pour 
avoir une carte d'une autre couleur , c^est-è-rairc j 
pour acquérir le sort qu^on , vient de trouver , ^-jf > 
ce qui lui vaut ^j^. 

Si A n'a encore tiré aucune carte, son sort, lors- 
qu'il va tirer la première, est le raêm^ qaijl^.pré- 
oédent , et continue d'être —^^.puisque la totalité 
des 40 cas le ^met nécessairement dans l'état que 
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suppose rhypothèse précédente. Le sort de ron ad- 
versaire est donc fj-j^ , et le sort de A est au sort 

de B j comme icoo à SiSg , ainsi que Fauteur Va 
trouvé. 

Le même problème peut encore se réioudre au-* 
trement par les principes des combinaisons ^ comme 
nous le ferons voir dans la IIP. partie , après avoir 
exposé- cette théorie. 

P R O B L É M E I V^ 

A prend douze jetons ^ 4 blancs et 8 noirs y comme 
ci-dessus , et il parie avec B que , les yeux voilés y 
il en tirera y , dont trois seront blancs. On demanck 
• quel est le rapport du sort de A au sort de R 

Nous sommes forcés de renvoyer encore ce problème 
à la IIP. partie de cet ouvrage, parce qu^il ne paraît 

Sas qu^on puisse le résoudre sans connaître la théori» 
es combinaisons, 

P R O B L È M E Vs 

A et B prennent chacun 1% écus et jouent avec trois dés 
aux conditions suivantes : s^il vient n points , A 
donnera un écu à B; mais sHl en vient 14 y B don^ 
nera un écu à A; et celui qui le premier aura réuni 
tous les écus gagnera la partie. Il se trouve que le sort 
de A est au sort de B x/^i^oGx^ à zSx^x^^^S^Su 

Solution. H faut considérer d'abord que trois dé» 
offrent 2.16 combinaisons , parmi lesquelles il- y eB^ 
ft l5 de 14 points et 27 de 11 ; qu'ainsi le joueur A 
A i5 cas pour recevoir un éca du joueur B^ tandi» 
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<jfje celui-ci en a 2.7 pour recevoir un écu de son 
adversaire , et qu'il reste 174 cas où chacun des 
deux conserve le même nombre d'écus , et se trouve 
par conséquent au même état qu'avant le jet. 

Il faut observer ensuite que , par le corolL 4 de 
la proposition III , on peut faire abstraction de ces 174 
cas inutiles , où le sort de chaque joueur reste le 
jnême , comme si les trois dés n'offraient que 42. 
combinaisons, dans i5 desquelles ^ dût recevoir uu 
écu ^ B le recevant dans les 27 autres. 

Il faut considérer en troisième lieu qu'aux nombre| 
de cas 42. , i5 çt 27 qui ne 5ont pas premiers entre 
eux , on peut substituer les plus petits nombres dans 
le même rapport ^savoir, 14 , 5 et 9 auxquels nous 
substituerons même , pour rendre la solution plus 
générale , les lettres a , b et fi. 

Cela posé , je procède à la résolution de la question 
reposée en cherchant par ordre quels auraient été 
es sorts respectifs des joueurs , ^'ils eussent eu chacun 
un écu , puis ^s'ils en eussent eu chacun deux , ensuite 
chacujk trois , quatre , etc, , jusqu'à ce qu'on découvre 
ce qu ils ont droit d'attendre dans le cas présent pu 
ils sont supposés en avoir chacun douze. 

Si chacun des jpueurs a un écu , il est clair que 
leurs sorts sont dans la raison de b k c. 

S'ils ont chacun deux ëcus , Teffet du premier jet 
«era^ ou que le joueur A possède trois écus , ou qu'il 
ne lui en reste qu'un. S'il en possède trois , il a b 
caB pour avoir tous les quatre écus , c'est^^^dire.^; 
pour gagner la partie et obtenir le dépôt;? y et 
cas pour en avoir deux de reste , pu p0ur ay.oir-lç > 
sort qui lui appartenait d'abord ,e*t que j'appelle ;«,;• 

ce qui , par coiwéquent , lui vaut ^^ . S'il ,n'^ plçw ;. 



fe 
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qu^un écu , il a & cas pour en avoir deux oir ponr 
le sort %^ei c cas pour perdre la partie , ce Icjai vaut 

•^ . Mais aussi il y a Z^ cas pour que A ait trois écus 

après le premier jet , et c cas pour qnHl n'en ait 
plus qu'un. Donc , au commencement , il y a fr cas 

qui lui donnent ^^ et c cas qui lui donnent -^^ ce 
qui produit ^^±^ . Ainsi ^ = ^^±^ ou 55 = -^ ~ 
jjT^ , et il reste au joueur B —- , de manière que 

leurs sorts sont dans la raison de bb à ce. 

Si A et B ont chacun trois écus , il arrivera art 
premier jet , ou que A se voye en- possession de qua- 
tre écus , ou qu^il n'en ait plus que deux. Soient or 
et y ses attentes dans ces deux états. S'il se trouve 
avoir quatre écus , alors , ou il recevra le premier 
deux écus de B ^ ce qui lui fera gagner la partie ^ 
ou B en recevra deux de lui , et alors A n'aura plus ^ 
que deux écus ; mais A b. bb cas et i? en a ce pour 
acquérir le premier deux écus de son ^ver- 
saire , comme on peut s'en convaincre en rapj)rochant 
ce qui vient d'être démontré de la note I sur la pro- 
position XL Ainsi A ^ bb cas pour i et ce cas pour 

y , ce quii vaut ^j^^ ; et comme nous avons appelé 

a; ce inême sort , on aura y-^^ou y= ^^^+^^^^^ 

* ^ bb+cc •' ce 

De même lorsqu'il ne reste plus à .^- que deux écus^ 
il a W bas pour en recevoir deux autres , c'est-à- 
direy pour obtenir le sort a: , et ce cas pour perdre. 
leis dettt siens et en même temps tout le dépôt ; ce 

qtti lui vaut jj-^J et comme il est supposé avoir 

alors 
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alors y, on aura y=j^^^. Mais on a' aussi trouvé 
précédemment yiËdi^L*. Donc *i-*±^-*i = ?^ ; 

d'où l'on tire a:=^±J^-. Donc y (=^J=pq:^^74« 

Cette opération terminée , il faut en venir à l'état 
de la question , et observer que les joueurs ayant 
chacun trois écus , il peut arriver en b cas qu'après 
le premier jet A B.1I quatre écus , c'est-à-dire , le 

sort X , ou jïS^^T? , et en c cas qu'il lui reste deux 
écus , ou qu'il ait le sort y , ou jT-picT+T* ^^^^ ^°" 
attente vaut j^^^^^^j— qui se réduit à '^ 

après la division par bk+'hc-^cc. Et il reste à B jq-^ ; 

de sorte que dans Thypothèse présente les sorts des 

joueurs sont dans la raison de b^ à c\ 

Puis donc que les sorts de A et de B se trouvent 
être comme les nombres b et c lorsqu'ils ont chacun 
un écu ; comme les q narrés de ces nombres , lors- 
qu'ils en ont chacin deux ; comme leurs cubes , lors- 
qu'ils en ont chacun trois ; nous en concluons par 
induction que, quel que soit le nombre des écus de 
chacun , leurs sorts seront toujours comme les puis- 
sances de/? et de c ^ ayant un exposant égal au nom- 
bre des écus de chacun , et qu'ainsi dans l'exemple 
proposé par Fauteur, où il suppo. e chacun des joueurs 
muni de 12. écus , leurs sQrts respectifs sont comme 
b^^ et c'* , ou , en resubstituant à i et c les nombres 
5 et g , comme 244140625 à 282429536481 , ainsi 
que l'a trouvé l'auteur. C'est c© qu'on peut encore 

N 
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découvrir , sans calcul , de la manière suivante : A 
ayant tous les ccus , excepté un^ a Z^ cas ou chances 
pour. vaincre By et B ayant tous les écus , excepté 
un, a c chances pour vaincre A : ensuite A ayant 
tous les écus , excepté deux , a ^ chances pour les 
avoir tous , excepté un , c'est-à-dire , pour avoir les 
c chances précédentes , et par conséquent il a ^ fois 
b chances , ou bh chances pour vaincre B\el B ayant 
tous les écus , excepté deux , a , par la même raison y 
ce chances pour vaincre A. Ainsi , à raison de cha- 
cun des écus qui manquent aux joueurs pour gagner 
la partie , il y a è chances pour ^ et c chances 
pour j5 , qui les reportent aux chances précédentes. 
Donc , puisqu'au commencement du jeu chacun a 
la cens , et par conséquent 12. écus de moins qu'il 
n'en faut pour gagner le pari , les nombres è et c, 
élevés à la puissance iiy donneront la ra;ison des sorts, 
c^inme on Ta trouvé précédemment. 

Que s'il se trouve quelqu'un à qui ce raisonne- 
ment ne paraisse pas assez évident , ou qui n'ait pas 
assez de confiance dans cette induction , il pourra 
achever le calcul et l'abréger par un procédé sem- 
blable à celui que l'auteur a suivi dans la propo- 
sition XI , en passant aussitôt de trois à six écus, 
et de là à la , sans s'occuper des cas intermédiaires. 
C'est ce qu'on peut faire , même sans se livrer à 
aucun nouveau calcul ; car celui que nous avons 
appliqué précédemment à l'hypothèse de deux écus 
par chaque joueur , est encore valable , si nous sup* 
posons qu'au lieu d'un écu chaque joueur en ait un 
nombre quelconque n , et au lieu de deux , 2/1 , pourvu 
qu'aux nombres de cas è et c , où l'un ou l'autre 
des joueurs gagne ou perd un écu , nous substituions 
aussi les nombres des cas où il peut gagner ou per- 
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dre ces n écus. Et Ton peut en conclure légitime- 
ment que les sorts des joueurs , ayant chacun in 
écus , Sont toujours comme les quarrés de ceux qui 
se trouvent leur appartenir lorsque le nombre d\^cus 
de chacun est n. Ainsi , comme les sorts des joueurs 
ayant chacun trois écus , ont été trouves être dans 
la raison de i' à c^ , ils seront dans celle de b^ à 
c"^ dans le cas de six écus , et partant dans celle de 
t'* à c'^. dans le cas de 12. écus , comme nous Ta vous 
conclu par induction. 

On voit donc clairement quels sont les sorts des 
joueurs lorsqu'ils ont le même nombre d'écus ; mais 
on n'a encore rien de déterminé sur ceux qu'ils ac- 
quièrent dans le cours du jeu ^ lorsqu'il est échu à 
l'un plus et à l'autre moins d'écus. Cependant il y 
a pour cela une règle générale ; car si'Pon appelle 
m le nombre des écus de ^ , et n le nombre des 
écus de jB , je trouve que le sort de A sera toujours 
au sort de B comme m k n ^ si b et c sont égaux ; 
et comme b^ c^ — 6'"4"'» à c'^+^ — b" c^ ^ si c excède b: 

Mais comme la démonstration de cette règle exige 
un calcul trop laborieux , je l'abandonne à la saga- 
cité du lecteur ; et , sans m'arréter davantage , }e 
passe à la seconde partie de mon ouvrage. 
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Xj^ kvnvtt fondQ touie $a i biprle %\xt cette maidmo ; savoir ^ que ^ dans 
ks jmx dû h^ard , U valeur du sçH qu dt t^^unt^ di chaque jçutur ^ tf$ préçUç^ 
ment a qu*U faudrait qu'il ph pour farvuUf d^ nQUv<au , w jouant à jeu égal , 4 
un sort ou A me attinH smhMh \ ç*esKMirCi que IVittente de chaque joueur 
vaut piT^çiswent le prU pour lequel il pourrait acheter justement une at- 



ol ECLAIRCISSZMINS* 

tente pareille : ce qui est évident. Mais ce prix est égal à ce qull seratl 
tenu de déposer i un jeu quelconque , dont les conditions seraient justes » 
pour avoir à ce jeu la même attente : car , comme Fobserve Paschai , ce qui 
les joueurs ont mis au jeu ne leur appartient plus ; ils ont reçu en revanche le droit 
^attendre ce que le hasard peut leur donner ^ suivant les conditions dont ils sont cen^ 
venus étabord. La maxime fondamentale est donc que le sort de chaque joueur 
est égal à la mise pour laquelle il pourrait justement acquérir , à un jeu 
quelconque» un sort pareil. 

$.11. 

Sur la manière de démontrer la proposition L 

Le principe de l'auteur est que le sort de celui qui attend ^ ou ^ , avec 
la même probabilité , est égal à la mise pour laquelle il pourrait prétendre 
ce même sort à des conditions justes» Il imagine donc un jeu , dont les con* 
ditions sont justes » où , pour la misye x , on a droit d'attendre a ou b^ avec 
la même probabilité, et d'après ces conditions , il détermine la valeur de x. 

L'illustre commentateur de Huyghens observe que ce raisonnement n'est 
pas assez à la poctée de tout le monde , et il y en substitue un autre , en 
partant de ce principe , que chacun doit attendre , êu est cep se attendre ce 
quil ne pourra manquer d'obtenir. Mais la conséquence ne paraît point conforme 

au principe ; car le sort du joueur dont il s'agit , est —- , et ce qu'il ne 

pourra manquer d^obtenir , est a ou b. Or , soit qu'il obtienne a , soit qu'il 

obtienne b, il aura plus ou moins de , à moins que a n'égale b. Le 

principe dont il s'agit maintenant, est donc que deux ou plusieurs joueurs 
doivent attendre en commun ce qu'ils ne peuvent manquer d*avoir ensemble: 
mais cette définition, à peu près identique, n'a pas besoin d'être énoncée. 

Remarquez que ce principe ne remplace pas celui de l'auteur , et que la 
solution le suppose. BernouUi détnontre que si j'attends ^ ou ^ , avec la 

même probabilité, à un jeu qu'il détermine , mon attente vaut - ; et ce 

2 

qu'il faut démontrer et en conclure , c'est que si j'attends d'une manière quel- 
conque a o{i b avec la même probabilité , mon attente . La con- 
séquence se démontre par le principe de Huyghens. 
C'est à Paschai que Ton doit l'inventioB de la règle« Voici en substance 
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comment il Ta démontrée: Supposez "qu'avec autant de chances pour gagner que 
pour perdre , A, jouant avec ^, doive avoir a en cas de gain , et ^ en 
cas de perce , et soit i2=^-fc. A aura, par l'hypothèse , ^+c ou ^;il aura 
donc infailliblement b. U en sera de même de son adversaire. Il reste c-, 
à quoi A et B ont le même droit , puisque A a autant de chances pour avoir 

^, que pour le laisser à j? , et réciproquement. A a donc de plus ^ , : donc 

a+b * 

son sort est b + ^zz:^-^^^ à cause de c = ^ — f. 

Pour en conclure que si j'attends d'une manière quelconque s ou ^, dont 
Pun puisse m*échoir avec la même facilité que l'autre , mon sort est aussi 

-^î^, Tauteur ajouterait : puisque le sort du joueur A est ^^ , sa mise 

doit être aussi ^i- , si les conditions sont justes^: donc pour la mise ^^ 

je puis avoir , comme Ay le droit d'attendre 4 ou ^, avec la même pro- 
babilité. Donc, lorsque j'attends d'une manière quelconque a ou b^ dont l'un 

peut m'échoir avec la même facilité que l'autre , mon sort est ^^^ 

%% 

Mais ce raisonnement est beaucoup trop compliqué ;* car il est d'une évidence 

immédiate que si j'attends a ou b avec 1^ même probabilité » mon sort est !& 

même que celui d'un joueur qui aurait la même attente. 

La règle peut donc se démontrer plus simplement , comme il suit : 

Lorsque je dois avoir a ou ^ avec autant de chances pour l'un que pour 

l'autre , mon sort est le même que celui de l'un ou de l'autre de deux joueurs 

dont chacun attendrait a ou b de la même manière que moi. Les sorts de 

ces deux joueurs seraient égaux et ils attendraient ensemble 4+^* Le sort de 

chacun serait donc -^î^. Donc mon sort est -^î— -. 

On peut encore la démontrer ainsi : 

Lorsque j attends a ou b avec la même probabilité , il est clab* qu'avant 
révénement je n'ai pas de raison pour préférer ce que j'aurai à ce que je 
laisserai, puisque j'ai la même facilité pour avoir ou pour laisser le meilleur » 
soit tf ,soit b. Ce que j'aurai vaut donc alors pour moi ce que je laisserai Mon 
sort est donc la mpitiê de ce que j'aurai et de. ce que je laisserai^ ç'est^ 
dire, la moitié de a+b» 
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§. I I I. 

Dcmonstrations diversts de la proposition IL 

Cette proposition peut encore se démontrer à la manière de Paschal. 

Supposez que A jouant avec S et C doive avoif" ^ , ^ ou c qui puissent 
échoir à chacun avec la iJIme facilité » et soient azzh+r\ et hrzc+s. Chacua 
des joueurs attendra c+r+s^ c+s «t c avec une égale probabilité , et aura in- 
failliblement c. Il reste r+j et s. Us *ont le même droit à r , puisqu'il n'y a 
pas de raison pour que r échée à Tun plutôt qu'à l'autre. Chacun a donc en- 
core 7 r ; et comme il y a deux fois j contre une foisr, chacun aura de plus^ 
dans / une quotité double de celle qull a dans r^ c'est-à-dire » f /• Le sort de cha- 

j . , . r+%s c4'r+s+ic+s a+tcA-s a+c+s+c 

cun des loueurs est donc c+ -ï-— = ^ ^ T ^ zs — — -i— = — ■ — 

3 3 3 3 

= ■ . Or, si f attends d^ i ou c d'une manière quelconque avec una 

3 
égale probabilité , mon sort est égal à celui de chacun de ces joueurs. 
Donc , etc. 

La même proposition se démontre plus aisément et plus généralement de 
chacune des trois manières suivantes. 

I. Si je dois avoir l'un des n lots a, *, Cfllll ou «, indistinctement et au 
hasard , je n'ai pas de raison pour faire , avant fépreuve , plus ou moins de 
cas de celui que j'aurai que d^aucun de ceux que je laisserai , puisque j'ai la 
même facilité pour avoir ou laisser chacun de ces lots, sans savoir lequel' 
m'écherra. Les^ n lots sont donc égaux pour moi avant l'événement. Donc » 

puisque je n en aurai qu un , mon sort est — • — ! -i— ^ 

a. Avec l'expectative dont il s'agit , mon sort est le même que si « , ^, 
c.et tf étant cachés à mes yeux, j'avais à tirer une fois entre ces n lots. 
Mais si j'avais à tirer n fois au ficu d'une, les n tirages seraient égaux pour 
moi avant d'être eflFectués; car je pourrais avoir soit tf, soït^, soit c. ••.. 
soit u , au premier th-age , avec la même facilité qu'au second , qu'au troisième , 
etc. , puisqu'à n'y a pas de raison pour que l'un de ces n lots sorte plutôt 
que l'autre, $Oît au premier , soit au seconde... soit au n*. tirage. Or les n 
tirages me donneraient ensemble tf+^+c •••+». Donc un seul me vaudrait 



-^ Donc , etc« 
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y. Avec la môme expectative, je sut$ au même état que si je jouais avec 

/î— I autres joueurs et que chacun de nous dût avoir*, ^, c... ou « avec 

la même probabilité. Nos n sorts seraient égaux, et nous aurioiv^ ensemble 

A I -h I c ' I ti 

«+^+c. • . . +M. Donc chacun de nous aurait droit d'attendre ^^ • " ^ 

On voit donc que si fatttnds Vunt de plusieurs choses arec la même probabilué , 
^est'-à'^ire , avec autant de chances pour Vune que pour rautre ^ ou y ce qui est équl" 
valent , avec une chanu pour chacune , mon sort est égal au quotient de la somme de 
ces choses divisée par leur nombre , ou, si Pan suppose une chance pour chacune , par 
U nombre des chances^- ^ . 

§. I V. 

^ Oh la IIP, popositiên se déduit de la IPi 

La troisième proposition est une conséquence évidente % la seconde , prise 
généralement : car si j'ai une chance pour a , une pottl- c. • • . ^ une pour u ; de 
plus ime pour b , une pour <i. • • • , une pour v , et que le nombre des choses . 
-pour chacime desquelles j'ai une chance soit n , qui sera aussi le nombre des 

chances , mon sort est —2 — - — ■ —; car jattends <i, c...., v,^, 

i^... v'avec la même probabilité» Soient maintenant tf=c=:«*.», au nombre 
de p et bzzd=L.* • .v au nombre de q. J'aurai p chances pour a^ et q chan- 
ces pour h ; on aura j-f c. • . • -^uzzipa , b+d. . . +v:^qb , et nz^ip-^-q. Ces valeurs 
étant substituées dans la formule, je trouverai pour la valeur de mon sort 

On démontrera de même que si j'ai p chances pour a^ q chances pour 

*, et r chances pour c , mon sort sera ?îiX^_^nf etc. 

En efFet , si j'ai p chances pour a , et ^ chances pour^ « j'ai autant de 
fois une chance pour a qu'il y a d'unités dans /> , et autant de fois une 
chance pour^ qu^il y a d'unités dans q\ la somme des* choses pour chacurie 
desquelles j'ai une chance est donc pn'\'qb , et le nombre de' ces chances 
est p-^-q : donc , par la règle déduite à la fin du § précédent , mon sort 

De même , si j'ai p chances pour a , q chances pour ^ , et . . i ; r chan- 
ces pour c, la somme des choses pour chacune desquelles j'ai une chance. 

O 
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est pa+^.il+rc ^ le nombre des chances étant p+i»i2+r. Donc mon 
sort est «-—'— —-• 

$. V. 

!• Solution générait du problème des proposmons IV h V. 

2. Si , dans les jeux de hasard « U faut avoir égard aux évémmens qid ont 
précédée • 

3. Détermination des enjeux pour les attentes respectives^ 

u On suppose que deux joueurs A et J9, ayant chacun une chance pour 
réussir à chaque épreuve , soient convenus que l'argent du jeu , ou le dépôt 
que nous ferons toujours = t « appartiendra à cdui qui le premier aura réussi 
un nombre donné de fois , ou « en d'autres termes , qui le premier aura ga- 
gné un nombre â^é de points ou de jeux ; «t que la partie étant déjà 
commencée « il y ak un ou plusieurs jeux de gagnés par Tun des joueurs » 
ou de part et d'autre. Il s'agit de déterminer les sorts respectife. 

L'auteur , après avoir établi que la quesdon doit se résoudre -par la consi- 
dération des jeux qui manquent à chacun des joueurs pour compléter le 
nombre prescrit, la résout ,dans les propositions! et II, pour les cas où il 
manque un jeu à ^ , et 2 ou 3 à A II est facile de commuer le calcul, et 
de voir quels seraient les sorts respectifs si les jeux manquans ïA et k B 
étaient 1 et 4 , i et 5 • • • ou i et /n. 

En eflet , supposons qu'il manque un jeu à A. 

S'il en manque i à ^ « le sort de A est évidemment 7 ; 

S'il en manque 1 à 5 , Tautre a une chance pour avoir le dépôt i , et une 
pour que les jeux respectivement manquans soient i et i , ou , pour avoir 

t, ce qui lui vaut ! = — *-i =; — V"! 

SU en manque 3 à 5 , le premier a une chance pour avoir i , et une 
chance pour .que les jeux manquans soient 1 et 2 » comme dans la suppo- 

sidon précédente , ce qui vaut à A LZL?1 _ il+î+I. 

a "" 2' i 
S'il en manque 4 à ^ , son adversaire a une chance pour i , et une chance 
pour que les jeux manquans soient i et 3 ^ ce qui lui donne pour sort 

1+ 2^ 2^+l*+2+î. 

a "^ a* 
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En ^néral , s*il en iranque m k B , 'û tst visible que 1^ sort de ^ esl 
? . „ — *"*^ z=:i"^.:.+i'^ +2-' +2-» , progression géométri- 
que dont le quotient est i , et dont par conséquent la somme est 
2.2-«-.2-«=:i L=:::l-Zî. Donc le sort de ^ est i~ (i \-^ = — — . 

Cest ce qu'on aurait pu reconnaître à Finspection seule des fractions 
ï > 4 9 î , etc. , qui expriment le sort de A , pour les jeux manquans i et 
2 , i et 3 , I et 4 , etc. , et qui ont constamment pour dénominateur le nom- 
bre 2 élevé à la puissance indiquée par le nombre des jeux qui manquent 
^ ^ , et pour numérateur ce dénominateur même diminué de Tunité. 

2. Nous avons dit que dans ce calcul on considère les jeux qui manquent 
de part et d'autre : de sorte que si la partie est en 3 jeux et que A en 
ait gagné 2 e| ^ i , ou si elle est en 4 jeux et que A en ait gagné 5 et 
B 2y ou en 20 jeux et que A en ait gagné 19 et £ 18, le sort de A 
est toujours le même , parce que dans tous ces cas il manque un jeu à ^ , 
tandis qu'il en manque deux à B. 

On n'a donc égard aux jeux précédemment gagnés , que pour déterminer 
les nombres de ceux qui manquent encore : ce qui suppose que la fortune 
du jeu n*est pas mieux disposée , pour l'avenir , envers ceux à qui elle a 
été le plus avant^euse , qu'envers ceux à qui elle a été le plus contraire , 
quoiqu'il y ait beaucoup de gens qui croient à ce qu*on appelle vulgairement 
le bonheur des joueurs , OU à la prédilection du sort , d'après quelques événemens 
favorables. BernouUi tourne cette opinion en ridicule ; mais un géomètre 
célèbre a tâché , il y a quelques années , d'accréditer l'opinion contraire , et 
de prouver qu'il faut avoir égard aux coups précédens , non parce que le sort 
du joueur à qui ils ont été favorables devient plus avantageux pour le coup 
suivant » mais parce qu'il le devient moins ^ comme si l'on pouvait supposer 
dans lés dés , par exemple , une répugnance occulte à présenter plusieurs fois 
"de suite la même face. Cette erreur est moins naturelle que l'autre ; car , 
comme les instrumens du sort , tels que les dés , ne sont jamais paf faits » il 
est probable que si im joueur amène souvent la même face , c'est parce 
qu'elle est plus facile à amener. 

Dans Tun ou i'avtre de ces systèmes , si A pariait [ n'importe dans quel 
rapport ] de gagner un jeu avant que B en eût gagné quatre , son sort ne 
serait pas le même que si ayant parié de gagnerquatre jeuxavant^,ilen eût 
déjà gagné trois et B aucun; quoique dans ce dernier cas» comme dans le 
premier , il s'agît de gagner un jeu avant que B en eût gagné quatre: car 

O 2 
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A et B commençant à jouer dans la première hypothèse , il n*y aurait pas 
lieu de présumer que la fortune du jeu dût incliner pour ou contre Tun ou 
l'autre ; mais A ayant déjà gagné trois jeux et B aucun dans la seconde , A 
aurait plus d'espoir que dans la première , s'il fallait croire au système de la 
prédilection du sort; et il en aurait moins, si les succès précédens rendaient 
moins probables les succès suiyan$. ' 

Ce ne serait pas non plus la même chose de parier d*amener deux fois le 
six avec deux dés en. un seul jet ^ ou de Tamener deux fois en deux jets 
avec un seul dé : car , si l'un des deux dés devait présenter le six , ce hasard 
n'en serait ni plus ni moins probable de la part de Tautre; mais si le même 
dé présentait le six au premier jet , il inclinerait , dans le premier système , 
à présenter la même face au jet suivant pour favoriser son protégé , et il 
en ferait difficulté dans le second , pour ne pas se répéter. 

Ces systèmes, anéantiraient toute la théorie des proba(biiitês , puisqu'il serait 
impossible d'apprécier soit la prédilection du sort pour un des joueurs , soit 
sa répugnance à donner plusieurs fois de suite les même résultats. 

3, Quand on connaît le sort d'un joueur , il est facile de déterminer sa 
mise , et le rapport de son enjeu à celui de son adversaire , ou à ceux des 
autres joueurs collectivement. BernouUi fait voir que celui qui a trois cas 
pour gagner , et im cas pour perdre , ou qui attend les trois quarts de l'argent 
du jeu , tandis que son antagoniste n'en attend que le quart , doit déposer 
trois contre un : ce qu'il démontre assez péniblement de deux manières , 
dont la seconde est difficile à entendre. On peut remplacer celle-ci par la 
suivante : celui qui a trois cas pour gagner et un cas pour perdre , est au 
même état que s'il avait trois coups à jouer contre un à chances égales: or, 
dans cette hypothèse , il devrait déposer autant pour chaque coup , que son 
adversaire pour le sien. Donc , etc. Mais il ne faut pas d'autre démonstration 
que ce principe évident , savoir , que la mise doit être égale à la valeur du sort , 
car elle en est le juste prix , sans quoi les conditions du jeu ne seraient pas 
justes. 

En général , celui qui attend - doit déposer b contre a^b ; car le sojt 
de son advers^re [ ou des autres joueurs pris collectivement] est t^ ^.^ 

a-^b b éf-^b 

• Les mises respectives doivent donc être - et et ^ par consé- 
quent dans le rapport de ^ à 4— ^. 
Celui qui a b chances pour gagner et 4—^ "pour perdre , a pour sert 
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— ,-. r — = - 4 et celui qui a a — b chances pour gagner et h pour 

j \2 — b» lA-B, o a-^b - it • j 

perdre , a pour sort ~r — := — — • Z^ part aun joiuur dans 

a^^b'^p a 

Vargtnt du jeu f et , par conséquent , sa mise , est donc à tardent du jeu comme 

le nombre des chances qui lui sont favorables est à la totalité des chances ^ et les 

mises des jouwrs sont entre elles comme leurs chances favorables. 

$. V I. 

Où ton généralise les propositions VI et VIU 

Dans ces deux propositions, Tauteur suppose i]u'il manque deux jeux VA\ 
a démontre , dans la VI% , que le sort de >^ est 77 ^ , lorsqu'il en manque 
3 à ^ ; et dans la VII% , que le sort du même joueur est 7^ » lorsqu'il en 
manque quatre à son adversaire. 

Nous pouvons aller plus loin , et trouver Texpression du sort de A , lors- 
qu'il lui manque deux jeux ; quel que soit le nombre de ceux qui maA'* 
quent à B. 

Supposons; en efièt, qu'il manque constamment deux jeux à A. 
S'il en manque i ^ B , le sort de 5 est > , comme on Ta vu , et parmnt \ 

le sort de A est 7; 
S'il en manque % ^ B ^ le sort de A est évidemment \\ 
S'il en manque 3 i ^, Tauteur démontre que le sort de ^ est 7—; 
S'M en manque 4 à ^, l'auteur démontre que le sort de -<4 est 7j-=fî-; 
S'il en manque 5 à J9 , il y a une chance pour que les jeux manquans à A 
et k By soient i et 5 , ce qui vaudrait à ^ ^,^ , et ime chance pour qulls 

soient s et 4, ce qui lui'vaudraît f^i le sort de ^ est donc H-Xl- = iZ.^ 

64 64 

Et ainsi de suite» 

Si donc il manque 1,2» 3,4, 5:;;.m jeux à B, 

le sort de A est. • • • j, j« tj, 77, 57. • • ^nTfî^ 

Où l'on voit que le dénominateur du sort de A» est toujours la puissance du 
nombre 2 , qui est indiquée par le nombre des jeux qui mai^quent à Bi 
plus un. 
Soient x le numérateur de ce sort^ et m le nombre des jeux qui man- 

jquent B: le sort de A sera -;;rf7i 
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\ \ Les différences des dénomîaateurs et des numérateurs sont f ; 4 i $ î <$ 9 7» • • 
^wui^x » au nombre de m « en progression arithmétique » dont la différence 
est x; de sorte qu'on a im + i—jc=34-(m— i).i=m+a;d*oîi l'on rire x=2w+i 

—(«+2). Le sort de A est donc ^f 1 ' • ^ T*i donne pour le sort de 



£ I— 



§. V I I. 

Construction it la table pour deux joueurs» 



On a vu au §• V que s*il manque un jeu à ^ et 1» à J7 , le sort de A 

'X i 

— r , et par con- 



tst — 5— : d'oïl il suit que le sort de ^ est^ i — 






B I 



etc. 



a» 
séquent que le sort de A est — , s'il lui manque m jeux , et qu'il en manque 

M à B. 

Il est donc £icile de construire une table qui fasse connaître le sort de A, 
lorsqu'il lui manque un jeu , quel que soit le nombre des jeux qui manquent 
h B 9 et lorsqu'il manque un jeu à B> quelque soit le nombre de ceux qui 
manquent à A. 

Telle est la table ci-contre , Jeux 
qu'on peut continuer à volonté , "^"i' 
avec la plus grande facilité , ou 
Ton voit que s'il manque un jeu à 
'^ , et I » a , 3 , 4 , etc. à J?, le sort 
de^esti,5,f , i|,etc*,etque 
éi\ manque un jeu à J7 , et 1 » 2, 
3,4, etc. à .'tf , le sort de ce der- 
nier est^ , J,f,^, etc.;carla 
première de ces deux suites de 
fractions se trouve dans les cases iài;iàa,ià)>ià4,etlase« 
conde , dans les cases lài^aài^ 3ài«4ài,etc:Ie premier nombre 
marquant les jeux qui manquent à ^ « et le second , ceiuc qtii manquent 
i B. 
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etc. 
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etc. 


etc. 


etc. 
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Maintenant, il est aisé de trouver le sort de A pour les autres cas^ ou de 
remplir les cases vacantes; car il ne s'agit que de prendre la moitié des deux 
fractions prochaines , en dessus et Jtux 1 k B \ a 3 4 etc. 
à côté. Ainsi , pour remplir la case' ««^^f '• i 
2 à 2 , j'ajoute la fraaion de la 
case supérieure i à 2 il celle de 
la case latérale 2 à i , c'est-à- 
dire , ; à ^ , et je prends la moitié 
de la somme j : c'est la fraction 
de la case 2 à 2. De même , pour 
avoir la fraction de la case 2 à 3, 
j'ajoute la fraction de la case 1 
à 3 à celle de la case 2 à 2 » et j!en prends la moitié ^ et ^nsi de suite. 
La raison en est manifeste ; car si , par exemple , il manque deux jeux à A 
et trois à ^ , ^ a une chance poufl que les jeux respectivement manquans* 
soient i et 3 , auquel cas son sort est \ ^ et ime chance pour qu'ils soient 
2 et 2 , auquel cas son sort est | : ainsi , les jeux manquans étant 2 et 3 , 
A t une chance pour \ , et une chance pour J ; ce qui lui vaut { ( i + i ) 

En général , si les jeux manquans k A et B sont n et w , il est clair que 
A a ime chance pour qu'ils soient /i— i et m , et une chance pour qu'ils 
soient n et m—u Si donc le sort de A est s lorsque les jeux respectivement 
manquans sont /i— i et w , et / lorsqu'ils sont n et m— i , A a une chance 
pour s et une chance pour t lorsque les jeux respectivement manquans sont 

• I • -^H-^ 

/2 et m ; ce qui lui vaut -^ 



§. VIII. 

Solution générale du problème de^ parties en plusieurs jeux entre deux joueursl 

n s^agit de déterminer les sorts de deux joueurs » dans le cours d'une partie 
en plusieurs jeux y quels que soient les nombres des jeux qui leiur manquent 
respectivement. 

Paschal a donné luie règle pour connaître le gain d'un des joueurs sur 
l'argent de son 'adversaire « ou la quotité qui doit lui en appartenir » lorsqull 
manque à l'un des joueurs un jeu de plus qu'à l'autre. Cette rè^e se trouve 
dans une de ses lettres à Fermât, où il dit qu'elle se démontre avec beaur 
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coup de peine par les combinaisons, et quil rfa pu la démontrer par sa mé- 
thode , qiii est la même que celle de Huyghens, 

Bernoulli renvoie le problème général à la seconde partie , oîi il en déduit 
la solution des propriétés des nombres figurés et de la théorie des combi- 
naisons. 

Nous allons tirer cette solution de la proposition III de Huyghens et de la 
loi des coëfEciens d*un binôme élevé à une puissance quelconque* 

On a vu précédemment que s'il manque m jeux ï B et i à ^ » le sort de 

'ji est et que celm de B est — -^ 

Nous avons démontré de plus que sll manque m jeux à ^ et a à ^ , le 
sort de A est ^ — i — -, et que celui de B est — ^-— . 

Maintenant s'il manque à^i9a,3,4,5.,.«m jeux et 3 à ^ , il est' 
facile de voir que le sort de J est t> "ïV * H* tî» i^*-*j;iTr« 

Le déQominateur du sort de A est constamment le nombre a élevé jk la 
puissance exprimée par le nombre des jeux qui manquent à B , augmenté de 
a. Si donc il manque m jeux à i? » ce dénominateur est a»^*. Pour trouver 
le numérateur y , on prendra les différences des dénominateurs et des oumé« 
rateurs des fractions correspondantes aux nombres i , £» 3 , 4 > 5 des jeux 
qui manquent à if et les différences de ces différences. 

Les premières sont 7 , 1 1 , 16 , aa , 29. ; . . a™ + «--y , au nombre de m ; 

Les secondes sont. • • • 4 , 5 , 6 , 7 { , au nombre de /wr-i. 

Celles-ci sont en progression arithmétique , dont là différence est i et lê 
nombre des termes w— i, et par conséquent je dernier terme t = 4+» — »= 

m+i. La somme est donc (4+w+a) — i = '"'"+ ^ -^.T ^ , 

a a 

M«ds la seconde série étant celle des différences de la première > dont le 

premier terme tstj^^e sorte qu'on a 7+4=11 , 7+4+^=16 , 7+4+5+6= 

aa, etc. 9 il est clair que la somme des termes de la seconde » augmentée de 

7 , est égale au dernier terme de la première* 

'On a donc a» + «--^= ^ÎZ+yî+i , tfoù l'on tire y == i«+ •— 

wim+5m+8 
i»«+î«+8 , j ^ y 2"* 1 ; et par-! 

■ ' ' ■ J .^ Anne Knrt «f» J /\u Z — a » r— 



donc sort /de -^ ou «^. — 

* * a"t* ^infa 



tant 
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est pa+fh,i:+rc 9 le nombre des chances étant p+i»ê2+r. Donc mon 
sort est ^^—^7^ —-. 

$. V. 

i« Solution générale du problème des proposUions IV H V. 

2. Si , dans les jeux de hasard , il faut avoir égard 4ux évémmtns ^ ont 
précédée • 

3. Détermin^ion des enjeux pour Us attentes respectives» 

I. On suppose que deux joueurs A et i?, ayant chacun une chance pour 
réussir à chaque épreuve , soient convenus que l'argent du jeu » ou le dépôt 
que nous ferons toujours =: i « appartiendra à ccJui qui le premier aura réussi 
un nombre donné de fois , ou , en d*autres termes , qui le premier aura gaC- 
gné un nombre nrnié de points ou de jeux ; et que la partie étant déjà 
commencée 9 il y ak un ou plusieurs jeux de gagnés par Tun des joueurs, 
ou de part et d*auire. il s*agit de détenmner les sorts respectifs. 

L'auteur , après avoir établi que la question doit se résoudre par la consi- 
dération des jeux qui manquent à chacun des joueurs pour compléter le 
nombre prescrit , la résout ^dans les propositions! et II » pour les cas où il 
manque un jeu à >l , et 2 ou 3 à A U est facile de continuer le calcul ^ et 
de voir quek seraient les sorts respectifs si les jeux manquans à A et à S 
étaient 1 et 4 , i et ; ... ou 1 et m. 

En eSet » supposons qu'il manque un jeu à A. 

S'il en manque i k B , \c sort de A est évidemment 7 ; 

S'il en manque 1 à ^ , l'autre a une chance pour avoir le dépôt i , et une 
pour que les jeux respectivement manquans soient i et i , ou, pour avoir 

1, ce qui lui vaut X i= -p = -^; 

S'il en manque 3 à iî , le premier a une chance pour avoir x , et une 
chance pour .que les jeux manquans soient 1 et 1 , comme dans la suppo- 

sinon précédente , ce qui vaut kA Lj!L?l_.ll+i+î. 

a "" a' > 
S'il en manque 4 à J? , son adversaire a une chance pour i , et une chance 
pour que les jeux manquans soient i et 3 ^ ce qui lui donne pour sort 

2 "— 2* 
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En général, s'il en manque m k B ^ *û est yvAlt qu^ fesort de jI est 

? ^^ ^j; — !J-LlXi— a-"«.;.+2-' +a-* +2-» , progression géomém- 
que dont le quotient est 2 , et dont par conséquent la somme est 
2.»-"— 2-«=:i L— 1-Zî, Donc le sort de ^ est i— (i --^ == — ^, 

Cest ce qu'on aurait pu reconnaître à l'inspection seule des fractions 
ï, 7, J, etc. , qui expriment le sort de A , pour les jeux manquans i et 
2 9 1 et 3 , I et 4 9 etc. , et qui ont constamment pour dénominateur le nom- 
bre 2 élevé à la puissance indiquée par le nombre des jeux qui manquent 
h B 9 et pour numérateur ce dénominateur même diminué de Tunité. 

2. Nous avons dit que dans ce calcul, on considère les jeux qui manquent 
de part et d'autre : de sorte que si la partie est en 3 jeux et que A en 
ait gagné 2 e| if i , ou si elle est en 4 jeux et que A en ait gagné ) et 
B 2y ou en 20 jeux et que A en ait gagné 19 et B li , le sort de A 
est toujours le même , parce que dans tous ces cas il manque un jeu à ^ , 
tandis qu'il en manque deux à B. 

On n'a donc égard aux jeux précédemment gagnés , que pour déterminer 
les nombres de ceux qui manquent encore : ce qui suppose que la fortune 
du jeu n'est pas mieux disposée , pour l'avenir , envers ceux à qui elle a 
été le plus avantageuse , qu'envers ceux à qiû elle a été le plus contraire , 
quoiqu'il y ait beaucoup de gens qui croient à ce qu'on appelle vulgairement 
le bonheur des joueurs , ou à la prédilection du sort » d'après quelques événemens 
favorables. BemouUi tourne cette opinion en ridicule ; mais un géomètre 
célèbre a tâché , il y a quelques années , d'accréditer l'opinion contraire , et 
de prouver qu'il faut avoir égard aux coups précédens , non parce que le sort 
du joueur à qui ils ont été favorables devient plus avantageux pour le coup 
suivant , mais parce qu'il le devient moins ^ comme si l'on pouvait supposer 
dans le's dés , par exemple , une répugnance occulte à présenter plusieurs fois 
"de suite la même face. Cette erreur est moins naturelle que l'autre ; car , 
comme les instrumens du sort , tels que les dés , ne sont jamais pai faits , il 
est probable que si un joueur amène souvent la même face , c'est parce 
qu'elle est plus fiacîle à amener. 

Dans l'un ou i'amre de ces systèmes , si A pariait [ n'importe dans quel 
rapport ] de gagner im jeu avant que B en eut gagné quatre , son sort ne 
serait pas le même que si ayant parié de gagner quatre jeux avant ^,11 en eût 
déjà gagné trois et B aucun; quelque dans ce dernier cas, comme dans le 
premier , il s'agît de gagner un jeu avant que B en eût gagné quatre: car 

O 1 
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qu\in écu , il a fc cas pour en avoir deux otr pour 
le sort %^ei c cas pour perdre la partie, ce Vjui vaut 

-^. Mais aussi il y a fc cas pour que A ait trois écus 

après le premier jet , et c cas pour qn*il n'en ait 
plus qu'un. Donc , au commencement , il y a fr cas 

qui lui donnent -t^^ et c cas qui lui donnent -^^ce 
qui produit i^±^ . Ainsi z = ^^±^ ou ss = -^ = 

jjnr^ , et il reste au joueur B —- , de manière que 

leurs sorts sont dans la raison de hb à ce. 

Si A et B ont chacun trois écus , il arrivera au 
premier jet , ou que A se voye on- possession de qua- 
tre écus , ou quMl n'en ait plus que deux. Soient x 
et y ses attentes dans> ces deux états. S'il se trouve 
avoir quatre écus , alors , ou il recevra le premier 
deux écus de J5 , ce qui lui fera gagner la partie ^ 
ou B en recevra deux de lui , et alors A n'aura plus 
que deux écus ; mais A a bb crs et B en a ce pour 
acquérir le premier deux écus de son 4iver- 
saire , comme on peut s'en convaincre en rapj)rochant 
ce qui vient d'être démontré de la note I sur la pro- 
position XI. Ainsi A ^ bb cas pour i et ce cas pour 

y , ce qui* vaut ^^^ ; et coname nous avons appelé 

x ce 9iême sort , on aura ^^^S^ou y=it±fSSzL\ 

De même lôrsquMl ne reste plus à ^' que deux écus, 
îl-a'W bas pour en recevoir deux autres , c'est-à- 
dîre,';p6ur obtenir le sortir, et Ce cas pour perdre. 
leb dôttt- siens et en même temps tout le dépôt ; ce 

qttf^'lui vttttlt t^i^i ^^ comme il est supposé avoir 

alors 
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alors y, on aura y=j^'^. Mais on a' aussi trouvé 

précédemment yiËfi±J^**. Donc *i-*if--*i = ?^ ; 

d'où Ton tire x=^ig:^,. Donc y (=^0==m+^j^74» 

Cette opération terminée , il faut en venir à Tétat 
de la question , et observer que les joueurs ayant 
chacun trois écus , il peut arriver en b cas qu'après 
le premier jet A ait quatre écus , c'est-à-dire , le 

sort a; , ou ïr+t^lc* > et en c cas qu'il lui reste deux 
écus , ou qu'il ait le sort y , ou ïrx^cë+r* Donc son 
attente vaut —-^p^^ÈlSL^^^ qui se réduit à *^ 

aptes la division par bb-^bc-^cc. Et il reste à B jq-^y / 

de sorte que dans Fliypothèse présente les sorts des 

joueurs sont dans la raison de Z?^ à c^. 

Puis donc que les sorts de A et de B se trouvent 
être comme les nombres b et c lorsqu'ils ont chacun 
un écu ; coihme les quarrés de ces nombres , lors- 
qu'ils en ont chacun deux ; comme leurs cubes , lors- 
qu'ils en ont chacun trois ; nous en concluons par 
induction que , quel que soit le nombre des écus de 
chacun , leurs sorts seront toujours comme les puis- 
sances de Z? et de c , ayant un exposant égal au nom- 
bre des écus de chacun , et qu'ainsi dans l'exemple 
proposé par Tauteur, où il suppo. e chacun des joueurs 
muni de 12. écus , leurs sqrts respectifs sont comme 
fc*^ et c** , ou , en resubstituant kb et c les nombres 
5 et 9 , comme 24414062.5 à 2.82429536481 , ainsi 
que l'a trouvé l'auteur. C'est c© qu'on peut encore 

N 
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$. IX. 

.1. Procidi mithoiiqui pour resouin les questions comprises dans ks propositions 

FIJI et IX. 
2« Construction facile étime tahle indicative des sorts des trois joueurs A , B » 

C , â chacun desquels il manque un certain nombre de jeux pour gagner U 

partie. 

1. Pour abréger , nous appelerons le cas n ; w,/, celui où il manqué n 
Jeux à A ,mk i?et/à C,le premier caractère désignant toujours les jeux 
qui manquent à -^ , le second les jeux qui manquent à ^ , et le troisième 
les jeux qui manquent à C. 

Cherchons d'abord le sort de A lorsqu'il luî manque i , a., 3 3 4«»«« 
ou n jeux « tandis qu'il en manque i à chacun des deux autres. 

U est clair que si nzzi le sort de A est y; c'est-à-dire , que ce sort est 
I pour le cas oii il lui manque 1 jeu , et où il en manque également i à 
'i? et 1 à C » ou pour le cas x. i. i. Si nz=z% , ou s'il manque a jeux à -^ » 
tandis qu'il en manque là^eti àC^^a une chance pour le cas pré-^ 
cèdent i, i, 1 , une chance pour le cas i. o. i. où il perd , puisque B 
gagne , et une chance pour le cas i. 1. o , où il perd encore ; c'est-à-dire ; 

qu'il a une chance pour j , et deux pour o, ce qui lui vaut -7 • Si /?=^3 > le 

premier joueur a une chance pour le cas i« i. i , et deux chances pour o 

Ce qui vaut -^ ; on voit de même que s'il lui manque 4 jeux 9 son sort est 

TA > et , en général , <iue s*il lui en manque n , il a pour sort —. De-là 

il s'ensuit qu'il reste aux deux autres joueurs 1 — — = — " ■ [ > et que 

leurs sorts étant égaux • celui de chacun est -^~r s c'est le sort de A 
pour le cas 1. t. n. 

Il est facile maintenant de calculer le sort de A pour les cas où il manque 
i jeu à ^ et 1 à C , quel que soit le nombre des jeia qui manquent au pre- 
mier , ou pour le cas ;?. i. a , qui est pour lui le même que les cas n. a. 1.' 
Car si nzzLi /A a uncliance pour avoir le dépôt i , une chance pour perdre 

et une chance pour le cas !• i. i , ou pour \ ; son sort est donc — ^ = 
rr • Si « = a, il a une chance pour le cas précédent i, i« a , qui vaut 
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4- 9 une chance pour o , ^unc chance pour le cas a. i. x ; ou pour 

•^ y son sort est donc i- . On trouvera de même que si /i=:3 , 4 » S» • • i 

if «% 

le sort de A sera -^ ^ Z. ^ -^ . . : . et Ton voit, en général , que pour 

le cas H. I. * , ou /z. 1. 1 , son sort est — ^ 

Supposons à présent qu^ manque' i Jeu, à i^ et 3 à C , ou réciproquement ; 
et 'qu'il en manque n kA.Sl n=zi , A a une chance pour avoir 1 , une 

chance pour avoir o, et ime pour le cas x. x. 2 ou pour -~ , ce qui vaut _ 
Si /x=2, il a un chance pour le cas précédent t. i. 2 , ou pour -^ , une 

pour o , et ime pour le cas %. u % ,ou pour \ de sorte que son sort est 

18 

-7- • Et si Ton fait successivement /!=: 3 , 4 , $• . . ,on trouvera pour le sort 

de -^-1 ^ 5-j ,i2,,,jlc dénominateur étant toujours 3»+^; et comme 

les numérateurs sont 13 , 13+ç , i3+ï+^» xj-f j+6+7 , x34-y+6+7+8.«" 
où le dernier terme est composé de x 3 et de ;i— i termes de la progression 

J»6,7, 8... dont le /i—i* terme est u+j et la somme [ «+8 ] ^^ = 

Î2i^2_- le numérateur du sort de A , pour le cas n. x. 5 , ou «. 3» * > ^t X3+ 

'^+7n^% îî2±Z^±î?;etsonsortest ^J±Iii±l?. 

i a a. v+^ 

Novis pourrions calculer éç^aîement le cas général /i. i. 4 , ou /i, 4, x ; 
mais passons à d'autres hypothèses, et d'abord cherchons le sort de A pour 
le cas /z. %. 2; 

Si n^x , i^ a une chance pour avoir le dépdt x , une chance vpour le cas 

1, X. 2, ou pour ~ i^t une chance pour le cas !• 2. x , qui vaut encore 
3 

~ : son sort est -^. Si «=2 , il a une chance pour le cas précédent i, 2. 2 
3 3 

ou pour -5- , ime pour le cas i. r. 2 précédemment calculé , ou pour -y y 
et une chance pour le cas 2, 2» x , qui vaut encore —- : son sort est donc -^^ 
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On trouverade même que si ;i= 3 , 4, 5. ; . le sort de 'U sera ^ > ^ ^ 

—. . . , où le dénominateur du sort de ^ est toujours jn+a. On peu tobser^ 

yer la loi que suivent les numérateurs , qu'on peut écrire de cette manière t 
»7 

17 + ïO 
17 + 10 + 14' 
17+ 10+ Il + 14 
17+ 10 +12 + 14 + 16 
• •••••••••• 

Le dernier est coiiipo*^^ Ae i-f pf Ae^n^i . termes de la progression 10; la J 

II4 « i6, . . . dont la différence est 2 , le dernier terme lo+w— 2. a = 2/Z+6 et 

la somme 2/2+16 = /ï/i+7/2-^8 : de sorte que le numérateur du sort 

de A pour le cas /z» 2. 2 est i7-f'/i«+7/z— 8 = /iH"7'»+9 $ ^^ ce sort 

Soient /z , m , / les nombres des jeux qui manquent k A^ S ^ C; et t^ui x. 
les sorts,de ^pour les cas n — i. m. l ^ ru /n— 1. l,n, m, l^u II est clair que 
dans le cas /z. m. /, ^ a une chance pour le cas n^^um.ly ou pour/» une 
pour le cas ru m— i. / , ou pour tf ,et une pour le cas n. m. i— i, ou pour x^ 

Son sort est donc -ÎIjL-; 
3 
D'après cette dernière observation , et indépendamment des formules précé- 
dentes, il est extrêmement facile de construire et de continuer à volonté la table 
ci-iqjkte qui représente les sorts des trpis joueurs dans tous les cas possibles, 
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POUR TROIS JOUEURS. 
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Ecrivez par ordre , sur la même ligne horizontale , les cas x. x. x , 2« x. 1 , 
3. 1, X ,etc. , c'est-à-dire , les cas /i, i. x , en laissant à droite les intervalles 

nécessaires 



ttAî)l5lTlON!l. lit 

nécefssaires pour écrire les sorts correspondans du premier joueur A. Écrivez 
au-dessous les ,cas «. i. » , puis les cas /2. i. 3 , ;ï. i, 4 , et ainsi de suite. Sé- 
parez par un trait horizontal cette classç de cas de la suivante y composée 
des cas ;z. 2. i , /i. 2. 2 , /i. 2. 3 , fu 2,4 , etc. , que vous écrirez de la iriëme 
manière, et qui seront suivis et pareillement séparés des cas /?. 3. i , /z. 3. 2 , 
«•3.5, ;i. 3. 4 5 etc. . . . , etc. Ecrivez de suite et à côté do ces difFérens cas 
les fractions qui expriment le sort de ><,en commençant parla première ligne 
horizontale , continuant par la seconde , puis par la troisième , etc. 

Pour trouver le sort de A correspondant au cas qu'il s'agit de calculer , 
vous aurez cette règle générale r à la fraction vDisine à gauche de celle que 
vous cherchez , ou à 1 , s'il n'y en a point , ajoutez la fraction voisine en 
dessus, dans la même classe, ou o, s'il n^y en a point ; ajoutez à leur somme 
la fraction de même rang de la case supérieure , appartenant à la classe pré- 
cédente, ou 0,5^1 n'y en a point : divisez le tout par 3 , et vous aurez la 
fraction cherchée* 

Ainsi, pour trouver le sort de A pour le cas de i. i. i , comme il n'y 
a point de fraction voisine à gauche, ni au-dessus de celle que je cherche, 
et qu'il n'y a ni case ,ni classe supérieure, j'ajoute à i o et o, et je divise 
par 3 , ce qui donne y: je calcule ensuite le cas i. x. 2 , et à la fraction 
voisine, à gauche , j'ajoute, parles mêmes raisons^ o et o, et je divise par 
3 , ce qui me donne ^ ; et je vois que pour cette ligne il ne s'agit que de 
diviser par 3 la fraction précédente. 

Dans le cas i. 1. 2, comme il n'y a point de fraction voisine à gauche ; 
et qu'il n'y a point de case supérieure , j'ajoute i et o à la fractian voi- 
sine en dessus , î ; je divise par 3 , et je trouve pour le sort de A -J. Dans 
le cas 2. 1» 2 , à f et à I , j'ajoute o , et le tiers de cette somme ^ , esc 
h fraction cherchée, etc. 

On trouve avec la même fecilité leé autres fractions de la i". classe : j'ap- 
pelle i^*. classe, celle des cas où il manque 1 jeu à i?; 2^. classe, celle de» 
cas où il lui en manque 2 , etc. 

Dans le cas i. 2« i , comme il n'y a point de fraction voisine à gauche/ 
ni en dessus dans la même classe, j'ajoute i et oà la fraction de même rang 
dans la case supérieure , c'est-à-dire , à y qui se trouve dans cette case à la 
première ligne, comme celle que je cherche : je divise par 3 , et j'ai ^. Je 
calcule le cas 2. 2. i , et à ^ et o j'ajoute la fraction ^, qui est -la i'% 
de la case supérieure; je divise par 5 , et j'ai -7 , etc. 

Pour calculer le cas i. 2. 2 , j'ajoute i à la fraction voisine en dessus 
I , et à la fraction en seconde ligne , dans là case supérieure , c'est-à dire , à 
f, et en divisant par 3 , j'ai Jy. Dans le cas 2. 2. a. j'ajoute à 77 , frac» 
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lion voisine , à gauche, 77» fraction voisine en -dessus, et ^ fraction de 
même rang dans la classe supérieure , le tiers de la somme fj- , est la frac- 
tion cherchée : ce qui est évident d'ailleurs. On trouve de même que pour 
le cas 3, 2. 2 , le sort de A est le tiers des trois fractions fr , rr ^^ /r» î^* 
diquées par la règle , ou ^ , etc. 

Observez que cette table fait connaître les sorts des trois joueurs ; car , si 
les jeux manquans k A , B , C , sont i. 3, 4 , par exemple , le sort de B 
est le même que celui de A , pour le cas 3. 2* 4., ou 3 « 4. 2 , et celui de 
C est le même que celui de A , pour le cas 4. 5. -i, ou pour le cas 4. a. 
3 , et ainsi des autres» 

§. X. 

Démonstration dt ht stcondt méthode de Bernouttl pour trouver combien il y a dt 
diffjrcntes manières d*amener chacun des nombres de points que peuvent '^ donner 
plusieurs dés* 

Pour mieux faire entendre cette méthode , nous la démontrerons dans l'hy- 
pothèse d'un dé à deux faces , marqué i sur la [première , et 2 sur la se- 
conde. 

Si l'on joue avec un seul dé de cette espèce , il est clair qu'il y aura une 
chance pour avoir le point i , et une chance pour avoir le point 2. 

Si Ton joue avec deux , les points qu'on pourra amener sont 2,3,4. 
Le point i du second dé viendra avec le point i ou avec le point 2 du pre- 
mier , il en sera de même du point 2 du second dé. Si le point i du se-* 
cond dé vient avec le point i du premier , il y aura deux points : on a 
donc une chance pour 2 points. Si le point 1 du second dé vient avec le 
point 2 du premier , il y aura 3 points : on a donc encore une chance pour 

3 points. De même , si le point 1 du second dé vient avec le point i du 
premier , il y aura trois points : on a donc encore une chance pour 3 points» 
Enfin , si le point 2 du second dé vient avec le point 2 du premier , on aura 

4 points ; il y a donc une chance pour 4 points; 

Ainsi , les points que peuvent donner deux dés , étant ; • 2. 3. 4, 

les chances respectives pour ces divers points seront. • • • ^ 

C I. r 

En tout. : : : . : j. a. I 
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Si Ton joue avec trois dès , les points i et 2 du troisième dè^ viendront 
avec les points 2^ 3 ou 4 des deux premiers. Si le point i .du. troisième 
dé vient avec le point 1 des deux premiers ^ on aura le point 3, Mais le 
point a des deux premiers n'arrive que d'une manière ; il y a donc une 
seule chance pour le point 5. Si le point 1 du troisième dé vient avec 
le point 3 des deux premiers y lequel arrive de deux manières , on aura 
le point 4 ; il y a donc deux cliances pour le point 4. Si le point i du 
troisième dé vient avec le point 4 des deux premiers , qui arrive d'une 
manière , on aura le point 5 ; il y a donc une chance pour avoir le point 
5. De même si le point a du troisième dé vient avec le point 2 des deux* 
premiers , qui arrive d'une manière , on aura le point 4 ; on a donc en- 
core ime chance pour avoir le point 4. Si le point 1 du troisième dé vient 
avec lé point 3 des deux premiers , qui arrive de deux manières » on aura 
le point 5.; ce qui donne % chances de plus pour le point 5. Enfin , si le 
poi^t 1 du troisième dé .vient avec le point 4 des deux premiers , qui ar/- « 
rive d'une manière > on aura le point 6 y pour lequel il y a par conséquent 
une seule chance. 

Ainsi les points qui peuvent donner j dés étant ; ; 3 • 4 • 5 • ^ r 

f I . a . I 

les chances correspondantes seront • ; ; • ; • ; J 

l I . 2 . r 



En tout ; ; • 1.3.3.1 

Si l'on pue avec 4 dés , les points 3 ; 4 . f . 6 des trois premiers v^ànt 
avec le point i du troisième formeront 4 ; 5 • 6 • 7 ^ pour lesquels les chances 
correspondantes seront . • • • ;i.).. 3.1 

Et venant avec le point 2 du troi- 
sième donneront les points. . . • .5:6.7. 8, pour lesquels les chances 
correspondantes seront encore • . .1.3.3.1 

Donc les chances que peuvent ddhher 4 dés étant : 4 ; j . 6 : 7 . S 



{ 



1.3.3:1 



la tout : ; I . 4 • 6 . 4. t 
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On trouvera de la même manière que si Ton joue avoc ( dés î lel pciat% 
possibles étant • • « 5*6. 7.8 •9. to» 



r I • 4 . 6 . 4 • i 

les chances seront i 

^ i 1 • 4 . 6 . 4 : I 



En tou^. • i^ • • X • f • 10 • 10 • ç • i# 

D'où Ton peut conclure en général que si Fon joue avec m dés à deux 
faces, qui donneront m, m+i 9 ^+2» ^+3 • . . n im points 

les chances seront i ,' « 1 , ^ , — , ^ ;;•:•& 

Nous donnerons ailleurs une formule générale pour trouver combien il 
y. a de manières, if amener im nombre de points donné avec un nombre 
quelconque de dés , quel que soit le nombre des faces, 

$. II. 

Formule générale pour déterminer le nombre des chancet qu*on a pour amener des 
points simples avtc autant de dés qi^on voudra , quel que soit U nombre du 
faces 4m. di. 

S'il ny a^qiiun dé ^ 

Il est clair d'abord que s'il n'y a qu'un dé ayant h faces \ il y aurar h 
chances pour avoir des points simples. 

S'il y a deux dis; 

Cbacune des fiiees de Pun pourra venir* avec chacune' de» fittcs? cte 
fautre, de sorte que si* les faces sont a et ^ , le second terme ^^ du^ 
ifuarré de ce binôme désignera deux manières, d'avoir des points simples i 
ou difFérens dans les deux dés. 

Si le dé a )- faces, tf, ^ et c , le second terme i4i(^+^) ^^ quarré de 
ce trinôme démontrera aux yeux 2. a, et le 3*.^terme , (^+c)* ,2 chances 
pour avoir des points simples. 

Si le dé a 4 faces , ^ , ^ * c , </ , le second et le troisième terme 
atf C^+<^ + ^)* + ( ^ + c + i)» du quarré de ^ + ^4- c+i indiqueront 
» . 3 4-a, t-^ a, points simples. 
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On ttùùrih de h même «anière que k nombre des joints simples sera 
À. 4+a. 3+*- ^+* , si le dé a 5 faces i 1. 5+1. 44-a. 3+*, a+2. = % 
( ï+4+3+a+i ) s'a en a 6. Etl'on voit , ea général , que sî le nombre des 
&ces est h , celui des chances pour avoir des points simples sera % (. i^+ 

«+3+4+ J . ; ; +A+I ) = 2 ( i+^-x ) ili. ^h h^i 

2 

S*U 'y n trois dtsi 

^ Nous pourrions faire voir aisément qu'avec trois dés à h faces , le nombre 
des points simples est 3 ( 2'+3»+4' . • . + ^1' >-( 2+3+4 . .+/k-i ) = 

Mais on peut s'épargner tout ce calcul de la maiûère siuvante. 

On ne pourra avoir des points simples à moins cpie le dé n*ait plus de deux 
faces. 

S'il en a 3, tf , ^ et c, le cube a^+^a^ (h+c)+3a(b+cy+ih+c)\ 
indiquera 3, 2 manières d'avoir ces sortes de points ; car ils ne peuvent être 
indiqués par les termes où ^ a plus d'une dimension, ni par le dernier terme 
dans le développement duqud ^ ou c en ont nécessairement plus d'une : ils 
ne peuvent donc l'être que par le troisième 3 ^ ( h+cy , qui en désigne ttoîs 
fois autant que ( ^+c.)* ou 3* 2. 

Si le dé a 4 faces j , ^ , c et i , les points simples seront désignés par les 
deux derniers termes du cube de tf+^+c+i , où par 5 ^ ( b+c+d )* + 
(h+c+dy. Or, on vient de voir que le dernier en indique 3. 2; le facteur 
(H-^+^)* c^ indique 3. 2, suivant la formule à. A— i précédemment trou- 
vée ; et, par conséquent , le terme 3 a (i+c+^ )* en dénote 3. 3. 2. te 
nombre en est donc 3. 2+3. 3, 2=4. 3.2. 

Si le dé a 5 faces ^a^t^c^d et e , les deux derniers termes 5 a (H*^ 
'j-j.e y^(^k+c+d'{'e y du cube de a+b+c+d+t , indiqueront les points 
dont il s'agit ; le dernier 4. 3. 2 , et le précédent 3. 4* 3 > d'après la même 
formule , h ^— i ; en tout 4. 3. 2+3. 4. 3=5. 4. 3. 

On verra également que si le dé a six faces , le nombre cherché sera 
5. 4. 5+3. 5. 4=6. 5.4; qu'il sera 6. J. 4+3. 6. 5=7. 6. 5 si le dé a 7 faces ; 
Z. 7. 6 s'il en a ï , et , en général, h. h^u A— 2 s'il en a A, 

S'il y a quatn' dés. 

tes; dfeinc^ derriers^teniies dif It qtiacriéHi» pmsstike dHui polynon«ayarit 
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autant de lettres que le dé a de faces , feront encore conndtre le nombre- 

des chances pour amener des points simples. 

l^ S'il y a plus de dés que de faces , il ne peut venir de points simples; 

Sj le dé a quatre faces, it,^,c,i,les points simples ■ seront indiqués par 
4a{b-^C'{'dy , car( b+c+d )* n'en indique aucun ; et la formule h. A— i.. 
A— 2 fait voir qu'il y en aura 4^3^2=4, 3. 2. i. 

Si le dé a A faces , le nombre des points simples est égal au quadruple 
de ce qu*on en aurait avec un dé de moins et une face de moins , augmenté 
de ce qu'en donnerait le même nombre de désî avec une face de moins^ 

Si donc ^=5 , le nombre cherché est 4. 4. 3. 2+4, 3. 2. 1=5. 4* 3« *• 

Si fc:6 , ce nombre est 4, 5. 4. 3+5. 4. 3. 2=:6« 5. 4. 3. 

Si ^=7, il est 4. 6, 5. 4+6. 5» 4. 3=7. 6. 5. 4. 

Et Ton voit , en général , que si le nombre des faces du dé est ^ , celui 
des chances pour amener des points simples est h» h^\. A^2.^^3. 

On trouverait de même que le nombre des points simples serait fu à^r. 
h — 2, A— 3. ^—4 , s'il y avait 5 dés; h^k—i. h-^i. ^—3 >4— 4, /4— 5 ,. s'iL 
y en avait 6 , etc. 

5V/y a n des â h f dus» 

On a vu que s*il y a un dé , le nombre des points simples ^u h ; 

que s'il y en a deux, ce nombre est, • • • , . .^.^— r ; 
que s'il y en a. trois, ce même, nombre est, . • • h^h^uh-^xi, 
etc. 
D'où il est aisé de conclure que s'il y a n dés,, le nombre des chances 
qu'on a pour aînener des points simples est h.h—i ^—2 • . h — «+i.. 

On peut découvrir ce théorème par un raisonnement plus simple , et ia- 

dépendant des formules précédentes ', que nous n'avons indiquées que parce 

qu'elles peuvent servir à trouver les points doubles , tripîes , quadruples , çtc. 

Soit encore h le nombre des faces du dé, et qu'il soit question de savoir. 

combien il y a de manières d'amener des points simples. 

. Sll n'y a qu'un dé, le nombre cherché est A; 

S'il y en a deux , il faudra que chacune des h &ces du premier vienne avec 
quelqu^me des h-^i autres faces du second, autrement on aurait des points 
doubles. Le nombre des points simples est donc A. à— i. 

S'il y a trois dés , il faudra que deux faces difKrentes dans lès deux pre- 
miers viennent avec quelqu'une des h^% autres faces du troisième. Mais les 
deux premiers ne peuvent donner deux faces différentes que de ^ A— i ma-; 
«ières. Donc le nombre des points simples » avec trois dés« est ^ A-^i. A— t; 



E T A D D I T I O N $^ 117 

"Par exemple, avec deux dés ordinaires , on a 30 manières d'avoir despoirttt 
shnpies , savoir i. 2 ^ i. 3 , 1. 4 , i. 5 , i. 6 ; 2. x , 2. 3 , 2. 4 , 2. 5 , 2» 6 ; 

3. I, 3. 2, 3- 4, 3* 5 » 3-^ ; 4.1,4.2,4. 3,4. 5, 4. 6;5. i,ï. a, 5.3., ^ 

4, 5. 6 ; 6. I-, 6. 2 , 6. 3 , 6. 4 et 6. f ;mals chacun de ces arrangemens de 
deux faces ne peut venir qu'avec quelqu'une des quatre autres faces du troi- 
sième dé, autrement il y aur^t des points doubles : ainsi 1. 2 ne peut venir 
qu'avec 3. 4, ç ou 6; i. 3 , qu'avec 2, 4, 5 ou 6 , etc. Il y a donc 4. 30 ou 
120 manières d'amener des points simples avec trois dés. 

On voit également que s'il y a quatre dés , il faudra que trois faces diffé- 
rentes dans les trois premiers viennent avec quelqu'une des h — 3 autres 6ces 
du quatrième ; et qu'ainsi le nombre cherché est A. A— x. ^—2. ^—3 ; qu'avec 
cinq dés ce nombre est h. A— 1. A— 2. h — 3. ^—4, et qu'avec n dés il est A. 
h — I. h — 2. . . . h — n-^-U 

§. XII. 

Sur Us propositions X et XL 

X. Formules pêur calculer par sauts la probabilité d'amener en plusieurs jets un six 
avec un dé , ou deux six avec deux dés , etc. 

L'auteur examine dans la proposition X en combien de jets on peut entre- 
prendre d'amener 6 points avec un dé ordinaire, et dans la XI*. en combien 
de jets on peut entreprendre d'amener sonnez avec deux dés. 

Dans la proposition X il calcule successivement les sorts du joueur en sup- 
posant qu'il lui soit accordé 1,2,3,4 etc. jets ; et en comparant , à chaque 
supposition , le sort trouvé avec le sort contraire , il cherche à quel nombre 
de jets répond l'égalité de ces deux sorts , et il trouve que s'il en est accordé 
4 > le sort du joueur est inférieur à celui de son adversaire , qui l'emporte sur 
le sien , s'il en est accordé ç ; d'où il suit qu'on peut parier avec avantage 
d'amener le point de 6 , ou une face déterminée du dé eh 5 jets. 

L'auteur suit la même marche dans la proposition XI. Mais , pour arriver 
plus promptement au nombre jets pour lequel les sorts sont égaux , il calcule 
le sort du joueur par sauts, c'est-à-dire, qu'ayant trouvé ce sort pour un cer- 
tain nombre de jets , il part de là pour déterminer celui qui répond à un 
nombre de jets double , et même qu'après avoir déterminé les sorts pour deux 
différens nombres de jets, il calcule en conséquence le sort qui a lieu pour 
la somme de ces nombres. Cest ce qu'on peut exprimer par les formules 
suivantes. 
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i.Soit -*-^--- li probabilité de réussir en a jets ; la probabilité contraire 

sera — f — : de sorte que sur p+q chances le joueur en aura p pour réussir 

et q pour manquer. Si donc il est accordé m jçts au lieu de iz , le joueur a 
p chances pour réussir aux n premiers et obtenir le dépôt i , et ^ chances pour* 

«anquer et passer aux /» dermers jets qui valent — v-*« Son sort est doa# 

P , 
P+9 



ip.I+^.^_ pp+%pq 



" p+q "" P+1 ' 
Soient encore p et ^ les chances favorables et contnures ; le nombre def^ 

Jets étant /ï, et soit de plus -^ la probabilité de réussir en m jets'.: celui à' 

qui il en est accordé /i-f/» a p chances pour obtenir i , et j chances pour 

pM 
Si , dans la première formule , on fait /^+•î=:4 > ou p^^^l i elle devient 






Si l'on feît de plus r=i-*j *; la seconde formulé devient — — j~ — =- 

Ainsi,la probabilité de réussir avec un dé en \m jetj étant -^ ; si Ton fait dans la 

[i". formule ^=6, ^=î,on trouvera ^~^ :^ ^ , pour Improbabilité de réussir " 

en deux jets. Et si Ton fait 4»=)6, ^=2? » on trouvera — ■ /' ' =— > 

pour la probabilité de réussir en quçitre jets , etc : la probabilité de 

réussir en un jet étant \ , et celle de réussir en deux jets ^7. Si Ton Éait ; 
'30 

- 21 6""" 1 2 c 
dans la seconde formule , a=z6 , ^=:ç , ^=36 , szz%^ , on aura -• r-^ =s 

^g , probabiUté de réussir en trois jets ; et si , dans la même formule , on 

fait tf=i2i6 , ^=115 , ^1296 , sz^6%^ , on aura pour la probabilité de réussir 

en 
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.. -, , ai6.iao6— ia< 62c --. 201811 

«n 5+4 ou sept lets, ■ \ ^ = ~Tr~,T* ^t^* 

^ * ^ ^ * 216.1296 ^79936 

Mais ces observations sont peu importantes, car on peut trouver l'expres- 
sion générale de la probabilité de réussir en un nombre quelconque de jets, 
soit qu'il s*agisse d'amener un six ayec un dé , deux six avec deux dés , trois 
six avec trois dés , ou une rafle déterminée avec un nombre quelconque de 
dés. . " 

§. X I I I. 

Suiit du pricêdtnt. Formule pour trouver la probabilité d'amener en un nombre donne de 
jets , une rafle détermina , avec autant de dés qu*on voudra. 

Soit c + I le nombre des faces d'un dé, dont on propose d'amener une 
face déterminée , en un nombre n de jets ; et soit * la probabilité de réussir. 

Si /2=I , sczz — ; — . 
c+i 

Si /2=i , il y a une chance pour avoir le dépôt x et c chances pour man- 
quer , et pour avoir à réussir en un jet > ou pour avoir -^p— : donc x zz 

Si ;2=:3 , il y a une chance pour avoir i et c chances pour être dans le cas 

précédent , ou pour avoir / / w - • ce qui vaut /" = 

(c+i)'.(i+c)-c» _ (c+l)»-C» 
ic+i)i - {ç+iY ' 

On trouvera de même que si a = 4 , on aura * = -^ — ;^-t — : et il est aisé 

(c+i> 

de voir que si le nombre des jets est n , on aura x — U—i ^ 

Supposons maintenant qu'il s'agisse de savoir quelle est la probabilité d'à* 
mener sonnez avec deux dés en n jets. Imaginez un dé à 36 faces, sur les- 
quelles soient respectivement marqués les divers points que peuvent donner 
deux dés ordinaires, savoir ,6.6,6.5,6.4, etc. ; 5.6,^.5, etc. ; 4. 6, 
4. 5 » etc. etc. ta question est évidemment la même qi^e si Ton demandait 
quelle est la probabilité d'amener en « jpts une face déterminée d'un pareil 
dé. Si donc on fait c+iz^'i6 dans la formule que nous venons de trouver, 

R 



y" 
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on aura , pour la probabilité cherchée, / Àl = ' ; -■ ; et 

telle est aussi la probabilité d*amener deux cinq ou quine , deux quatre 
ou carme , etc. * 

S'il faut trouver la probabilité d'amener une rafle déterminée arec trois dés, 
on imaginera de même un dé à 216 faces, nombre des arrangemens que peu- 
vent donner 3 dés , et Ton fera , dans la formule , c+i=:2i6=:6' ; ce qui 

donnera iHÉpZJJDÏ. = ^"-f-0\ 
{ti6> 6i^ 

Et l*on voit , en général , que la probabilité d'amener une nifle déterioi- 
née avec m dés en n jets , est /^ ■* 

§. XIV. ' 

Expression générale de la probabilité é^ amener un hasard in un nombre donné été» 
preuves. Différentes manières de la trouver. 

S'il fallait amener Tune de plusieurs faces déterminées d'un dé , la proba* 
bilité du succès , ou le sort du joueur , se calculerait avec autant de faci- 
lité que lorsqu'il s'agit d'amener une facç donnée. Par exemple , si le joueur 
a entrepris d'amener le point 6 ou^e point 5 d'un dé ordinaire en un jet , 
il est clair qu'il ^ a chances pour gagner ou pour avoir 1 , et 4 chances 

pour manquer ou pour avoir , ce qui vaut ■ . > S'il a entrepris d'a- 
mener l'un ou l'autre point en deux jets , il a deux chances pour avoir i 
au premier jet , et 4 chances pour manquer et pour avoir à réussir en un 

jet ou pour avoir — .-- : son sort est donc ^* ' "^ ^'^ = ^*y , ^tl^' - = 
^-+•4' a + 4 (»+4)* 

a^+iii.-^ _ ( 1+4 )'— 4*, yjj j. .^^ jje j4u55ir en troU jets , le joueur 

(a+4)* (a+4)* 

a deux chances pour avoir i au premier jet ; et 4 chances pour manquer. 

/ 2-1-4 V— 4* 

et pour avoir à réussir en deux jets , ou pour {2+4V — ' ^* partant 

son sort est ^ ^^4 ; / "Ti = 

a+4 - rH-4)' 

f "-î--^- 4-r4>*— 4' _ (2+4)'— 4^ „ «t^^^,e ..i„e A\fRf^\u Af^ trouver 



CH-4j^ 



— (^+4)^ 4\ n jj.çj^ p3^5 pl^5 difficile de 
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qtie ïa profcabilité de réussir en 4 jets est Ll^^^J^ , et de voir en gè- 

6"— 4" 
néral que la probabilité de réussir en n jets est — ■^* 

Soient maintenant h le nombre des faces favorables au joueur » c le nom« 
bre des autres face> , et x la probabilité de réussir en n jets. 
Si /ï = I , le joueur a h chances pour réussir ou pour avoir le dépôt i i 

et à pour manquer otf pour avoir o* Donc «=: jy;^ 

h - 
Si /ï = 2, il y a ^ chances pour avoir i, et c chances pour -75— • 

Donc «= '"^''A - '^Éi- (È±Ùlz:îi. 
Sin = 3^,ilyai chances pour r , «t c pour '^ /T; - ^t — • Donc x =s 

LA. (*+<)*-« 

Si n =4 , il y a encore * chances pour i , et c chances 'pour t^tx^t' 
De même si «= ç , * = ^ A. .. — J et s'H feut réussir en n jets, k 



probabilité du succès est ^ . *"/ ^ — • 

( H-cY 



Tel est évidemment le sort de celui qui parie d-amener un hasard pro^ 
posé en n épreuves ,. et qui à chaque épreuve a b chances favorables et i 
chances contraires. 

Comme ce problème est important , et qull s'agit principalement de faire 
connaître toutes les ressources de Fart à ceux qui rCy sont pas initiés j 
noufr ne craindrons pas dloôster et d*offirir. au lecteur dlfiérentes m»* 
^ R2 
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nières de le résoudre , ou même de le lui présenter sous diverses formes: 
Soit ^+c = tf 

La probabilite.de réussir en une épreuve sera -• 

' Si Ton parie de réussir en deui épreuves , on aura b chances pour i et 

c chances pour - ce qui vaut _ — : — — z=: — la+c\ 

^ a ^ a as aa^ ^ ' 

Si Ton parie de réussir en trois épreuves , on aura h chances pour x , et 

c pour _ ( tf+c) , ce qui vaut ff _ * ( aa->cac-\-cc^. 

Si Ton parie de réussir en quatre épreuves, on aura ^ chances pour i ;; 

h b+ S(aa+ac+cc) 

et c pour -y ( aa+ac+cc ) , et partant on aura pour sort 

^ a 

= -T {a^+aac+acc+c^y. 

On trouve de même que la probabilité de réussir en cinq épreuves est 
— {a^+a^c+aacc+ac^-^c^ ) , et en général que la probabilité de réussir 

en n épreuves est — (<i"-'+tf"-«c+^»'îcc. . . +c"«)« 

Le second facteur que j'appelle /*, est une suite de termes en progres- 
sion géométrique composée de deux autres progressions , savoir : 

i , c f ce .. 
cette règle. 



,., > muhipliées terme à terme , ce qui donne 



JForme^ deux progressions géomémtjues , Cune dans la raison Inverse dt i au nombre 
total des chances , commençant par la puissance de ce nombre inférieur d'une unité à 
ce^ui des épreuves , et finissant par V unité ; Vautre dans la raison dtrectt de i au 
nombre des chances contraires , finissant par ce nombre élevé à la puissance déjà in" 
dlqiicey et commençant par Vunlté; multiplia^ ces deux progressions terme à terme ^ et 
It tout par U nombre des chances favorables ; divise^ le produit par la somme des 
chances élevée à la puissance désignée par le nombre des épreuves : le quotient sera la 
probabilité de réussir^ 

Oa voit , au surplus , que le facteur Fn*cst que la série de tous les termes 



itAddxtioksJ 133 

de la puissance «--i de if+c , dégagés de leurs coëTîciens.* Ces termes for- 
mant une progression géométrique dans la raison de a : c , leur somm^ est 

/l^ — >C * tf" — r** A Ain 

— — - = — 7 — • Donc le soft cherché , — f = — • —,— = 

il"— c" 

— ;; — y comme ci-devant. 



Mais il était facile de donner à la formule — „— les formes qu'on vient 



de voir;car elle est évidemment la mêmegue — ' ^ — ^* Et si Ton développe 

^ tf" a — c 

le second facteur en divisant tf"— c" par tf— c , on trouvera pour quotient 

, On peut trouver la même formule d'une manière plus simple. 

Si je parie contre un joueur qu'il amènera à chaque jet la face B d'un 
dé ayant c faces Jî et ^ faces A , et que la partie soit en n jets , mon 

sort est -, si /ï=i. Si /2=a , j'ai h chances pour perdre , ou pour o , et c 
chances pour le sort précédent - , ce qui vaut — . Si nzz'^ , j'ai h chances 
•pour o et c pour — : mon sort est donc -^ . Si /7=4 , j'ai h chances pour 
o et c pour -5 , et j'ai pour sort -5 ; et il est visible que la partie étant en n 

jets, mon sort est -"'Le sort contraire est 1— % = • — -— . Or , le sort 

«2" a a'^ 

contraire est celui du joueur qui parie que la face B ne viendra pas à tous 
les jets , ou qui entreprend d'avoir la face A au moins une fois en n jets. 

Donc le sort de ce joueur est — -jp- 

Les deux méthodes données par Bernoulli n'ont pas besoin d'explication ; 
nous ajouterons les deux suivantes. 

i.U faut observer , quant à la première, que la somme des coëfficîens de 
la puissance n d'un binôme est 2", d'un trinôme 3 , d'un quaptrinome 4". .. ., 
d'un p."*»»« p\ ' 

Soit un dé aux six faces -^,'J9, C, Z> , £ , F, et qu'il soit question de 
savoir combien il y a de chances pour amener au moins une fois la fece A 
en n jets. 

Il est clair qu'il y en a une sur six pour l'amener au premier jet. 

Pour savoir combien il en y a pour l'amener soit au premier soit au second* 
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jet , il fotit considérer que chacune des faces qu*oiFrira le premier jet pourrai 
venir avec chacune de celles qu'offrira le second; de sorte que si l'on exprime 
le quarré de ^+J?HhC+D+£+F de cette manière A'+iA (B+C+D+B 
+F) + {B+C+D+E+Fy f on voit aisément qu'il y a une chance pour 
avoir la face A tant au premier qu'au second jet ; qu'il y en a a. 5 , pour 
avoir la face ^ à Tun , et ^ ou C , etc. , ou f à l'autre , et qifil y en a 5' 
pour n'avoir la face A m k ^un ni à l'autre : c'est-à-dire , que le nombre 
des A* est 1 , que celui des ^' est a. ç, et celui des A'* 5*. 

De là il est aisé de conclure que si le nombre des faces du dé est k , le 
nombre des A* est i ; celui des ^' , 2 ( ^— i ) ; et des A'' , A-i. 

On verra de même que s'il est accordé trois jets pour amener la face A 
d'un dé ayant les six faces A^B^C^D^E^F , le nombre des A^ sera i r 
celui des ^* , 3. ç ; celui des A\y 5*; et celui des A\ ^^ ; et que si le 
nombre des faces du dé est ^ , le nombre des A^ sera 1 ; celui des A* , 3» 
( A— 1 ); celui des ^' , 3. ( A— 1 )• ; et celui des A"* , (i4-i )^ 

Et s'il est accordé 4 jets , le nombre des faces du dé étant A, le nombre 
des ^-^sera i ; celui des ^' , 4. ( A-i ) ; celui des A\6{ A— i )' ; celui des 
^\4»( ^-1 )' ; et celui des ^% ( A-i )\ 

Si donc il est accordé n jets , pour amener au moins luie face déterminée ,. 
A, d'un dé ayant h faces différentes , on aura. 
Pour les -^"^ • , . I, 
Pour les A"^^ . . ; n. (A— i):^ 

Pour les A'^^ . : ; — — ( A-i y 

Pour les ^"^ ; ; ; ^ ^""^^ ^'^^ (A-iV 

Etc. 

Pour les ^' : ; , «;(A— i)"-'. 
Et pour les >4» . ; (/i—i )». 
Cest*à*dire que le nombre des chances pour amener la face A^ est 

•'•2 1- • a • 3- 

Le nombre des chances contraires est ( A— i )". Si donc on divise cha- 
cune de ces quantités par la totalité des chances A" , ott aura le sort favor 

table et ksort contraire, le dépôt étant uff, ce dernier sort est '^^ ; ce 
çui donne une expression plus simple du sort favorable = x — - ^ 7^'^ = 
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— -^ ^ > OU ( si Ton faîti = c + i ) T ^ y ' » formule trouvée 

pricédemment. 

Supposons maintenant que le dé ayant b faces 1^ et c faces S , le nom« 
bce des jets accordés pour amener la face A soit encore n. Si Ton élève hA+cBs 
la puissance n , pour avoir 



1*2 

verra que la totalité des chances étant (b+cY , le nombre des chances 

favorables sera ^"+/2^«-ïc4-2-1^^^-*c* •. ; +/ifc"-* ,etlc nombre deschan-i 

I . a 

ces contraires c". Le sort contraire sera donc i — Trr'\k =- . jlV v; — = 

^w — ^ 

— ^j^ — 9 si Poa fait b+ezza. Cest-à-dire , que si Ton a b chances pour ame- 
ner un hasard , qî c chances pour le manquer en une épreuve , en tout ; 
b+czza , et n épreuves pour le tenter , on a pour sort — ;p- : car il est 

clair que la probabilité de réussir est la même que si Pon entreprenait d'a- 
mener en n jets la face A d'un dé ayant b faces -^ et c faces B , en tout 

a. Je fonde la dernière méthode sur ce principe évident qu'au commence- 
ment du jeu les choses doivent être considérées comme si après un nombre 
quelconque de jets ou d'épreuves , le dépôt était diminué de la valeur de 
ces jets. 

Par exemple, si avec un dé ordinaire j'entteprends d'amener le six, le pre- 
mier jet vaudra ;• Donc au commencement du jeu ce premier jet dont l'é- 
vénement est incertain doit être considéré conune diminuant le dépôt i de 
l y et partant le dépôt doit être regardé comme n'étant plus que de g pour 

le second jet. Donc au second jet j'ai i chance pour avoir g et j chances 

pour , le second jet vaut donc «4' ^^^^ '^ premier et le second valent 

36 

i + -^=: —• Donc au troisième jet le dépôt ne vaut plus que i - ^ 
— ^- Ainsi en passant au troisième jet j'ai i chance pour ^etjchan- 
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CCS pour , et partant ce jet vaut — ,• Donc les trois premiers jetr 

valent ^ -4. —, = —, » et il reste i — — ^ — — ^ pour le quatrième jet qui 
36 "^ 216 216 216 2l6_ 

''^''' ï^fe • ^^ '^"^ "I"^ ^^' ^ P'^""'^"' ^^ ""^^"^ 116+7796 = ï^^ 
etc. C'est-à-dire , que la probabilité d'amener le 6 en un jet est - , celle de 
l'amener en deux jets -7 ^ celle de l'amener en trois jets ^ > celle de l'a- 

. 671 
mener en quatre jets -;^ 9 etc; 

Soient , comme ci-devant y b et c les nombres des chances pour réussir et 
pour manquer en une épreuve , n le nombre des épreuves et b+czz.a^ La 

première épreuve vaudra -• Cette valeur étant déduite du dépôt , il restera-, 

La seconde épreuve vaudra donc -^ r car il y aiura b chances pour ob^ 

^ ' bi + c.o ' 

tenir le reste du dépôt - et c chances pour o , ce qui vaut * 



bc bc ' .. c bc (a-^b)c ee 
TTUOr, = — > il restera - — — = ^^ ^ = "::' 



hJ^ç 



Donc la troisième épreuve vaxidra — ■- ^— s:-t > et il retterd 

îi. — ^ £: 0^—^ )gg _ £^ 

âftf a} — A^ — tfî» 

Donc la quatrième épreuve vaudra ^ 
Et ainsi de suite. 

La n*. épreuve vaudra donc -^• 
Ainsi le sort ou la probabilité de réussir est 
-+-^+^-1-^- .... + -~ progression géométrique dont le quo-* 

, tient 
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tient est- et la somme ( - • — -- j— - = — T^^- = "^ïT-^ 
comme ci-dessus. 

$. X V. 

'j4pflUations du précédant. 

Il est facile maintenant de résoudre le problême général , auquel ^e rap^ 
portent les deux problèmes particuliers des propositions X et XI. Il consiste 
à trouver en combien d'épreuves on peut entreprendre d'amener un hasard, 
contre lequel il y a c chances , le nomb)re de toutes les chances étant a ^ 
ou, ce qui est la même chose, pour lequel ily a^ chances favorables > le 
nombre dés chances contraires étant c , et en supposant k+c^za. 

Demander en combien d'épreuves le joueur peut entreprendre d'amener le 
hasard proposé , c*est demander combien il doit lui être accordé d*épreuves , 
pour que le jeu soit juste , c'est-à-dire , pour que son sort soit égal à cehii 
de son antagoniste, ou au sort contraire. Soit x le nombre de jets cherché, 

les sort du joueur est — ~- ; et partant , le sort contraire est i— —•^» 



-. On a donc — ir"^";»^"^* — ic*; et en prenant les logarithmes jci!tf=/* 

s^f/t , d'où Ton tire «= ^-^i A est clair que le noinbre des jets doit être tel 
qu'il y ait autant de probabilité pour que cpntre Févénement; alors, le sort 

1 tf*— -c* I 

est - : on a donc — -— — -, ou a4*— ac*=4f* , ou a*=ac* , etc. 
Si Ton veut savoir quel doit être le nombre des épreuves pour que le 

sort du joueur soît double.de celui de son adversaire, il feut faire JÎJIîl 

a" 

5= -^ ; d'où l'on tire -j = 3 „ et « =: j~7 » valeur qu'on aurait égale- 

ment trouvée en faisant — -— = -. Cette valeur de x est le nombre 

^ 3 

des épreuves quil faudrait accorder au joueur , pour qull pût parier deux 
contre un d^amener le hasard proposé. 

On trouvera de même quel doit être le nombre des épreuves pour que 
le joueur puisse parier p contre q , ou pour que son son soit à celui de soû 

S 
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adversaire, comme p est à ^; car on aura — j — : — ::/y:^,ou4*— c*u* :: 

p : q\ CQ qui donne ^ —1= ^ , ou ^ = ^i^; d'où Pon tire «= J^IiTlJ^ 
On aurait trouvé cette même valeur de x ^ en faisant le sort du joueur 
^ "^/ == — 7 — > car le sort contraire est i ~ = ~- , qui est à 

a" p+q p+q p+q ^ 

Soit s le sort du joueur, et - = r. On a =r/= , équation qui 

c c"r' r" ^ ^ 

répond k cette question générale : de as trois choses , h son du joueur , le nom" 
bre des épreuves , et le rapport de la totaUié des chances au nombre des chances con* 
tralres au joueur , deux quelconques étant données , trouver la troisième. Si c'est le sort 
qui est inconnu , Téquation ee désigne explicitement la valeur ; si c'est le nom- 
bre des jets , l'équation donne r>j=f^— ij, 6\i r (t— j)=:t, et partant nlr-^-Li—s 

sTO^d'oli «=: — -p^. Si l'on cherche le rapport du nombre de toutes les 
chances à celui des chances contraires su: joueur , l'équation donnera r^ = 
-1- > et r= .. Supposons qu'il soit accordé deux épreuves, et que le 

son soit ï. Onar= - = — • — = i si .EtsiAestlenombredeschancei 

favorable» , on a — = - , ou 2te:r ^ c^est^à-dir^^que le nombre des chances 

c 2 

favorables est à celui des chances contraires comme i est à i. En efiet , si 

la partie était en une épreuve , le sort serait- » le joueur a donc uae 

I 1 4- - 

chance pour avoir i,. et a çBafnçes pour -. Donc, il a pour sort — -^— ^ 

La formula qi/ba yi^ de yqir nous donnera une solutio'ifi- fort simple 
d'un problème proposé par BernouUi. On s'uppose qu'au premier de 1» joueurs, 
il soit accordé n épreuves , et Ton demanda combien il doit en être accorde 
au second, au troisième , etc., pour que les sorts de tous les joueurs soient 
égaux. Nous appliquerons à ce problème fanicthode suivante; 



S^ X le QDDahre dç^ cpreuyeç qui doivent ^étre accoifdttes au s£cpnd 
joueur. * ' i : .. 

Le sort des deux joueurs etisepHc e«t -^-„ -p^r» et celw du.pretniçr joueur 
est — ^J-. bouc le sort du secoiid est . - ' « T^i p ^ '-.31.. ;Gr le ont dtt6«<ond 

;R /« + * ;n 

■•*' ■.*•'' -i .C'i" ; ■' .- _■ , /\ . . . . ; j; '■ - 

doit être égal à celui du premier. Donc on a -^-^ ^- = — — ^ 

ou I -— = 2 , OU r— -- q;: , ou ;« + * = — r- , et partant 

n+x.l réunir — /(i— r") et jcg: ■ ' Av . >, < / .-»- n s; ■>**^ '" y ■■■s .. . 
^ ' /r /r 

Soit , maintenant , xz=tA\^ et'sotètit de plus y le nombre des, j<Jts ofe-des 
épreuves du troisième joueur , et «+^ = p. Le sort du troisième joueur 
est ^ - '^7 ' ' — ^ifUi- et est égal a chacun des deux premiers ou à ^ 

t=- ; de sdr« qu'on a,l^^- = ^ -- = l-J- = ^,"H .«» 
-'I7FT7= arP^V > <ï'o" »•<"» ♦"*'' = 3-Z77- Donc y / r = / a-/ 

. /r. ,. 

On trouverait de la même manière les nombres de jets qui devraient être 
•accordés aux joueui» sutvans. Mais op peut abréger le calcul , en com- 
'prenam tous les sorts dans une même £prmule. 

Soient pour cela q le nombre des jets des m— i premiers joueur&ensemble; 
«t ^ le nombre de cevx da dernier jousur.: La valeur des m sorts coilec^ 

tivement pris, ou des q+i jets sera'î^ — ^^ ; celle des m— i premiers sortie 

ensemble et des ^ premiers jets sera î^^^ ; et partant la valeur du m/ ton 

ou de cehii du dernier joueur , ou la valeur des i derniers jets sera 

r«-f« — t ri"— i 

—- — — ; et comme ce sort doit être égftl à chacun des f»-^i sorts 

prècédens, oa aura .-^^ ^ ^ _ ___, ou ;:^pp^j-== li+^ 
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«.»-(«-!) : d'où Ton tire rts""'. Donc rssiifZilziilH:!', 

Soient maintenant A , B^ € ^ D^ etc. les nombres de jets xjui doirent ètjc 
accordés aux 2* , 3% 4* > 5* > «te. joueurs. H est clair qu'on aura : 

'A f en substituant dans la formule 2 à m et /lik ^ ; 
^ B, en y substituant 3 à m et n^^A k q ; 

C, en y substituant 4 à «i et n+A'^B kq; 

D^ en y substituant 5 à /« et /i+^df-^^ff-KC i f \ 
-etc. 

$. X V L 

$UR la proposidon XII. Exfosiûon générait ic U méthode u ditail du cauui 

M tauu^r. 

Le problème qu*il s'agît de résoudre consiste à trouver avec combien de 
dés on peut entreprendre d'amener deux six au premier jet, ou, ce qui est 
la même chose j en combien de jets on peut parier d'amener deux six avec 
un dé. L'auteur traite ce proUème comme celid de la proposition X , c'est- 
l^dire qu'il calcule successivement les probabilités d'amener deux six en 1 ,a» 
3 j 4 , etc. jets , en comparant à chaque fois la probaUly^ trouvée av^c la 
probabilité contraire , 4)U avec son complément à l'unité , jusqu'à ce qu'elles 
soient à peu prés égales* Le nombre de jets nécessaire pour cela , est celui 
^ que le joueur a le droit de demander* 

Le calcul est facile, et la question se réduit à celle-ci : étant données les 
deux prohabilités étamener une fois le six , a de Vamener deux fois avec un ja de 
moins 9 trouver celle de Tainener deux fois avec le nombre de jets proposé. En effet , 
•oient 11+ 1 ce nombre^de iet$ , s le numérateur de la pr(d)abilité d'amener 
une fois le six et r le numérateur de celle de l'amener deux fois en n jets : 

je dis que la probabilité de l'amener deux fois en n+i jets est ^^77* Car 

6» est le dénominateur de chacune des deux fractions qui ont pour numé- 
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tateur s et 4 Or; celui qui entreprend d'amener % fois le 6 eh h+i jets 
avec un dé , a I chance pour l'amener au premier , et par conséquent , 

pour avoir à l'amener encore une fois en n jets ou pour avoir ^ , et ( 

dEmces pour manquer au premier ou pour avoir à amener deux fois le six 

en 71 jets ou pour -^ Son sort est donc -9^» Par exemple. Fauteur trouve 

* qu'avec trois jets la probabilité d'amener deux fois le six est —g-. Mais; 

4l'après la formule ^-^^^ qu'on a vue au § XII , celle d'amener le six une 

fois en trois jets est 7^^ ■ =s -2^. De ces deux probabilités se déduit celle 

d'amener deux fois le six en quatre jets : car si l'on a le six au premier , il 
reste à l'amener encore 4ine fois en trois jets ; et si l'on a un autre point au 
premier, il faut amener deux fois le six en trois jets.'Ona donc une chance 

^i , 16 . 171 

r- T < €;^ s chances pour — ^ ^ ce qm vaut -&-. 

^ aïo aïo ' 2t6 

La formule . ' ■ fidt connaître que les probabilités d'amener une fois le 

sixen,i,i,),4;5,6,.7,S,9,iojw sont telles qii^on les voit a« tableau 
suivant, qui présente toute la suite de l'opérapoiu ^ 



m 
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Nombre 
des jets 
accordés. . 



3 

4 

•> 

6 

7 
8 



lO 



Probabilités 

d'amener 
une fois le six. 



I 
6 

i£ 
36 

ii 

iZL 

1296 

31031 
46656 

201811 
^7993^ 

1288991 
1679616 

8ii4S7' 
10077696 

50700^^1 
6oi|66iv6 



Probabilités d'amener deux fois le six. 



6 ^ai6 ' ' ai6y 

6 V7776 ^5* 77767 

6 U66î6^^*466$6.' 

I ^ ao 8îi ii42f> . 

6 U799î6''"*'a79936y 



I ^ it8899i 663991 .y 

6 (,«679616 "*"'^*i6796i6j 



= 4 

216 

— iiî^ 
~ 7776 

iiiçi 

= 9M?6 
a799}6 

_ 66399 ' 
1679616 

__ 4608946 
10077696 



6 ^K 



8104^71 4608946^ _ 31 169301 



fs. 



6 V.10077696 * 10077696 



:) = 



60466176 
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La probabilité cTainener deux fois le six en 9 jets étant >^ ^ ^^ » la 

10077669 

probabilité contre est i— -î — ^ = ■ i- - 7 ^ , Ainsi la probabilité pour 

10077669 j 0077696 *^ . '^ 

est à la probabilité contre, comme 4608946 à 54687 50. 

Mais la probabilité d'amener deux fois le six en dix îets étant V^ ' V^l , et la 

' 60466176 

probabilité contre comme 31169301 est à 19196875. 

Il y a donc du désavantage à parier d'amener deux fois le six en neuf jets,' 
mais il y a de l'avantage à parier de l'amener deux fois en dix. 
On trouverait de la même manière en combien de jets on pourrait parier d'amener 
3 > 4 . 5 > ^ > etc. fois le six en trois jets ou 4, 5 , 6, etc. en quatre j ets , etc. ; mîds 11 
«st beaucoup plus simple de chercher l'expression générale de la probabilité pour 
un nombre n de jets, parce qu'en substituant à n difFc^rentes valeurs dans la for- 
mule ime fois trouvée , on voit si et de combien la probabilité s'éloigne 

ou s'approche de la probabilité contraire , ou de - , sans la calculer pour 

chaque nombre de jets, parce que le calcul est feit une fois pour toutes. On 
résoudrait également le problème , quel que fût le nombre des faces du dé , 
et il fiut en donner la solution , quel que soit encore le nombre de celtes qu*îl 
s'agit d'amener. 

Soient donc h-^c^za , le nombre des faces du dé , b le nombre de celles 
qui sont favorables au joueur, de nombre de celles qui lui sont contraires. La 
question est de savoir quelle probabilité il a de réussir m fois en n jets. Il 
est visible qu'elle ne diffère pas de la question suivante, 

$. X V I I. 

Qtfei/< est la prohabilltc d'avoir m fois tn n épnuvts yUn hasard pour lequel H y a^ 
chances à chaqiu épreuve^ le reste des chances étant a — bz^c? 

Ce problème comprend celui du §. XII , qui n'en est qu'un cas particulief, 

cîi la prôbabilïtcr cherchée est — ;;*— • dont le numérateur est composé des n 

premiers termes de la puissance n de b^c. 

L'énoncé prescrite deux qtektions ; car la probabilité qu'il faut trouver est 
ou celle d'amener le hasard proposé m fois au moin» , eu précisément /w fois. 
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c'fes-à-dire m foîs, ou plus, ou m fois, ni plus ni moins. Le'prohlêmç va être 
traité He différentes manières sous chacune de ces acceptions. 

Bemoulli Ta résolu dans le premier sens , en cherchant , non la probabilité 
de réussir , mais celle de manquer , comme étant d'une expression plus simple : 

ce qui n'a pourtant lieu que quand m < -— , ainsi que nous le verrons inces- 
samment ; mais il suffit que le nombre des termes de la série générale soit 
plus petit pour les premières valeurs de m. Cependant, il est facile de trouver 
directement la probabilité de réussir. 
Nous avons d'abord à déterminer la proiabinté de réussir dans le cas de 

Supposons donc que le joueur entreprenne d'amener le hasard une fois en 
un coup ou en une épreuve : il; y z b chances pour réussir et avoir i , et c 

chances pour manquer et avoir o ; ce qui vaut ' ^ = -• S'il parie d'a« 

mener le hasard deux fois en % coups, il a ^ chances pour réussir au pre« 

mier, et avoir à réussir une fois en ua coup, ce qui vaut - » et c chances 

pour manquer au premiei:, et avoir à réussir a fois en un coup , ce i qui est 

impossible , et le fait perdre r son sort est donc = —. S'il entre-' 

prend d'amener le hasard trois fois en trois coups ,, il a i cas pour avoir à" 
Pamener deux fois en deux coups , ou pour — , et c cas pour manquer ou pour 

o ; et son sort est — j^ On trouve de même que , s'il s'aj^t de réusâr 4 foi« 

en 4 coups , le sort est — , et l'on voit en général que la probabilité de réussir 

n fois- en n coups , est — : ce qui offire une nouvelle solution du pro- 
blème du §• XII; car, si l'adversaire du joueur parie que le tunsard manquera 
u fois en n coups , son sort est ^^ le sort du joueur est donc x— — — 

— j — ; et cette probabilité est évidemment ceUc d'avoir le hasard au moins 
une fois en n coups; 
On vient de voir que si le joueur parie d'amener le hasard % fois en a 

coups 
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coups l son sort est — . S'il parie de Pamener 2 fois ea trois coups; il a 
h chances pour Tamener au premier, et pour avoir à l'amener i fois en % 
coups, OU pour =: — ■■ — , et c cnances pour manquer oupour avoi 

à réussir 1 fois en % coups , ou pour — .Son sort est donc ,-^ Q h. 

bk+ibc, bb \ b^+^bbc ^,., . j . . r. -1^ 

~2 — r <^ — y r= — -f — • Su pane de réusçir a fois en 4 coups, il a. 

^.chances pour avoir à réussir i^foisen 3 coups,ou pour ^ "^ zz , ^% 

et ç chances pour avoir à réussir a fois en 3 coups , ou pour — X? — t H a donc 

poursort JL ( **+'{!!'*:': ) = tl+ifii+^ilfl. ol trouverait de 

mène, pour la probabiUtéde réussir z fois en 5 coups^ . ^ ■ ^ ^ 

et ainsi de suite : de sorte qifil est évident que la probabilité d'amener le 
hasard deux fois en n coups a pour dénominateur a^ , et pour numérateur 
la somme des /z— 1 preoliers termes de la puissance n de b'{'€. ' 

Si le joueur parie de réussir 3 fois en 3 coups, son sort est -^. S'il pane 

de réussir 3 fois en 4 coups , il a 3 chances pour avoir 4 réussir % fois en 

3 coups ou pour ^^ , et c chances pour avoir ^ réussir 3 foîs en wAs 

1,1 I / h^^-'Kb^c \ ^*+4*'c «., 

coups ou pour -,-. Son sort est donc — ^ \^ ) = — -^ — • S'il pane 

d'amener le hasard 3 fois en 5 coups , il a ^ cas pour la probabilité 

1!+^^'^+^^'"' et c chances pour la probabilité £ltfL^ , et U a pour sort 
a* a^ 

, rb^+^b^C'\'6b^c*\^b^+';b^c+lOb^cc . ^^ .JA«^«m^mTft 

-ri , L. ,7 J^—^ — T" : ce qui suffit pour démontrer que 

s*il s'agît d'amener le hasard 3 fois en n coups, la probabilité cherchée a pour 
dénominateur a^ et pour numérateur la somme des «-a premiers termes de 
la puissance n de b-^c. 

De même, la probabilité de réussir 4 fois en n coups a pour dénominateur 
W", et pour numérateur la somme des «—3 premiers termes de la même 
puissance , et ainsi de suite. 

On voit donc que le dénominateur de la probabîUté cherchée est toujours 

T 
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4» , ^t que le numérateur est compote des n premiers termes de la puissance 
," ^ t^c , si m=:i , des «— i premiers , si m=.i , des ;i— a premiers , si m==3 » 
^ ;^— 3 premiers, si/if=4---. «« partant des «— (m— i)=:/i— m+i premiers 
termes de la même pmssance , s*il $*agit d'amener le hasard proposé m fois 
en n coups. 
Donc la probabUité cherchée est j, ^^+2^-<c+t^^-c*.,r.+ 



«•« — i...m+i \ 



.^m^-a 



Mais comme la double série "•''-^- "-»—•'"+' ne commence qu'au se- 

eofid terme , die ne peut servir à l'indication du premier qui se rapporte au 
cas ou mz=.n , et si l'on veut avoir le numérateur jdu sort pour tous les cas » 

il faut donner au dernier terme cette forme -^ ^-^-^^ -— ^" f"""* x 

U 2 m\ 

quVm trouve en prenant la puissance par l'autre extrémité , ou en élevant c+h 

à la puissance n. Car si le dernier terme du numérateur du sort est le 

(n— ;ii4-i)i«m« terme de la puissance n de H-^» ^ restera n+i—{n^m+iy 

'=yfi termes de cette puissance, de sorte que le (n — m+i )^*'"** terme de la 

puissance n de ^+c sera le (w+i) »«»• de la puissance n de c+b et 

/?• n— t. • • . n — w+ * .^ . * . 

ce terme est ' c*"" ^. 

t* 2. • • • . • m 

Les autres termes appartiennent au numérateur de la probabilité contre et sont 



t» 2 I. 2. • • • m— I 

Pour trouver directement cette probabilité, supposons qu'un joueur parie 
d'avoir m fois en n coups , la face j4 d'un dé ayant a faces , savoir , b feces 
A et c faces ^. La probabilité eontn ou le pari contraire est que la face A 
Iriendra moins de m fois en n coups , et par conséquent que la foce B viendra 
plus de n-^m fois ^ et partant au moins m^n+i fois : de sorte que la proba-> 
Mlité d'avoir la fuce B au moins n-^m+t fois est le sort de l'anâtgoniste du 
joueur* 

Que cet antagoniste parie de réussir n fois en n coups, on a vu que son sort 



est w; 



S'il parie d'avoir la (açeB 1 fi>îs en trois coups , il ac chances pour avoir à réus* 
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Sir 1 fois en a coups , ou pour — -^ = — ^^ — , et * chances pour aroîr à réus- 



tf' tf» 



«ir a fois en a coups ou pour — • ce qui vaut — L2— . S'il parie d'avoir B 
3 fois en 4*coups , il a c chances pour la^robabîlité précédente ^-^2l2£l, , e^ ^ 
chances pour ^ ; et il a pour sort —tlL. On trouvera de même que, s'il 

parie de réussir 4 fois en j coups , son sort est ""^ , et en général que 

la probabilité de réussir /i— i fois en n coups est une fraction qui a pour dé- 
nominateur a^ et pour numérateur les deux premiers termes de la puissance 
n de c+^. 

En raisonnant toujours de la même manière on verra aisément que le dé« 
nominateur de la probabilité d'avoir la face B /i— m+i fois en n coups étant 
toujours 4" , le numérateur sera composé des 3 premiers termes de la puis-» 
sance n de c+^ , si mzz,'^ , des 4 premiers , si nvzr.^^ des 5 premiers , si )w=ç % 
et généralement des m premiers, si le premier joueur a entrepris d'avoûr I4 
ficice A au moins m fois en « coups. 

Le sort de l'antagoniste du joueur, ou la probabilité con/re , est donc 

^^ ^ ^ I. 2 ^ I, a OT-i / ' 

d*oii il est facile de déduire la probabilité pour, quia poiur numérateur le reste 
des termes de la même puissance de c-^b. 

On peut voir ici que le numérateur de cette dernière probabilité est com- 
posé de moins de termes que celui de la probabilité pour » dans les cas 

feulement où m <-^î^ , puisque le premier réunit m termes de la puis- 
sance n de c+^ , que le reste appartient à l'autre numérateur , et que le 
nombre de tous les termes est «+1. Dans ces cas il y a plus d'avantage 
à chercher la probabilité contre ; mais leur nombre est égal à celui des cas 

oîi m > -■^^ Car m a pour limites 1 et « et ne peut être une fraction. Si 

n est impair, 2^— sera un entier. 

a 

Alors m |<— ^ = i ; a \ 3 . : . • ou ^ l =— — * 

Et m > — ï— — — i-2 > — !— 1 > — î — ou «. 

Ta 
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Or ces deux progressions ont précisément le mène nombre de termes , s^vofr^ 
• Si n est pair — ' — sera une fraction : 

alors m < — — = i , a , 3 • • ; . ou — = - - 

et jii > — !-— z= — î_ ^ -—LJ? 9 _ï_ . ou /2. 

^2 a 2 2 

Et ces deux progressions ont encore le même nombre de termes ; 

savoir , -• 
2 

2. Examinons maintenant l'autre face du problème , et voyons quel esfi 

le sort du joueur qui entreprend d'amener le hasard proposé prêciscmtnt m 

fois en n coups. 

La probabilité de l'amener une fois en un coup est -• Si le joueur 

parie de l'amener une seule fois en deux coups, et qu'il réussisse au pre- 
mier , il faut qu'il manque au second , et il a c cas sur ^-fc pour man^ 

quer , de sorte que la probabilité de manquer est -• S'il manque au prer 

mier il fiiudra qu'il réussisse au second ^ et la probabilité de réussir est 

h c h 

-. Ainsi le joueur a b chances pour - pour -• Son sort est donc 

— • Si le joueur parie de réussir une seule^ fois en 3 coups , il a ^ chan- 
ces pour réussir au premier et avoir à manquer aux derniers ou pour 

ce 

— 9 et c chances pour manquer au premier et avoir à réussir une seule 

fois en deux coups ou pour — * ce qut vaiur 2-f£. De même si! 



aa ^ a 



parie de réussir une seule fois en quatre coups , il a pour sort ~- > et il 
est facile de voir que s'il entreprend de réussir lUie seule fois en /i coups » son 
sort est — -— fraction dont le ninnérateur est le second terme de b 
puissance n de c+b, 

La probabilité de réussir » fois en deux coups est — • De cette probabilité 

et de celle de réussir une fois en 2 coups qui est -i , se djduit celle de 
réussir deux fois en 3 coups ; car si le joueur réussit au premier , il a 
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-^ , et S il manque il a— ce qui vaut -. -i- — = ^-î-* Muhi- 

pliez par e lent dernière probabilité « et par ^ celle de réussir une fois en 

trois coups qui est ^y 9 vous aurez le numérateur 6c^B* de la probabilité 

de réussir deux fois en 4 coups » dont le dénominateur est a^ ; et en con-- 
tinuant ainsi vous trouverez que le dénominateur de la probabilité de réus^ 
sir deux fols seulement en n coups étant a'^ , le numémteur esf 

^■j — 7~ c b^ , ou le troisième terme de la pmssance n de c+^. 

n n*e$t pas plus difficile de trouver que le dénominateur de la probabilité 
d*a(nener le hasard proposé m fois seulement en n coups étant toujours a\ 
le numérateur est le 4*, terme de la puissance n de c+b si mzz'^ , le 5V, si 
^=14, le 6',« si«=5, et le («+!)"■>• si m conserve sa valeur générale. 

Or le («+!)**«• terme de la puîsance n de c+^ est c" '"i^"». 

Le sort du lOueur est donc -^ c»?!*^» ;:::: 

/z • ;2— 1 . î . . m+î ,« . «- • - 

: ^m^n-ut^ 

X • 2 • • • • /Z— /7Î . d** 

Cette probabilité est , comme on le voit , le dernier terme de celle de 
réussir au moins m fois en n épreuves ; et il est facile de s'en convaincre 
indépendamment du calcul précédent « puisque la probabilité de réussir m 
fois , ni plus ni moins , est égale à celle de réussir m fois ou plus , moin^ 
celle de réussir m+i fois ou plus ; et que la première comprend tou$ les 

termes de la puissance n de b-^e jusqu'à -^ H! im^n-m inclusive- 

X • 2 « • • n-^m 

ment , et la seconde tous les termes précédens» 

Réciproquement la probabilité de réussir m fois précisément peut servir 

k feire connaître celte de réussir m fois ou plus, dr si dans la formule on 

substitue m+i , 172-4-2, '7^+7 9 • . • n à m , et qu'on ajoute ensemble toutes 

ces valeurs , on aura la probabilité de réussir soit m+j fois , soit m-\-2 

fois , soit m+3 fois... soit n fois ; si l'on y ajoute encore la probabilité 

de réussir m fois , on aura celle de réussir m fois ou plus : et la somme de 

-toutes ces valeurs se trouvera être ^fb^+nbç'*'^+ "* '^ .b^c'^» , . , , 4^ 

n .n— X . • . m4-i "N 

————— ^c"*^ 7. 
1 • 2 • • • /i— m ^ 
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$• La solution de ce double pro})Iéme est démontrée aux yeux dans la 
«irie que hous avons donnée au § XV , savoir, t^A'^ + rd'^'^cA^i^B +^ 

m 

i • a I • a . . 

è+czzia exprime le nombre des ùces d'un dé qu'on suppose toutes marquées 
^ ou fi 9 ^ le nombre des faces A , e celui des faces B ^ fih nombre des 

jets de ce dé , et où les coëfficiens ^" , fd^'-^c , ^ Z'»-^* , etc. , expri- 

1*2 

ment respectivement les nombres de chances qu'il y a pour A"* , pour ^""' , pour 
A"*-* , etc. , c'est-à-dire , pour avoir A i tous les jets , à tous les n jets 
moins i , à tous les n jets moins i , ett. » à deux , k un seul , à aucun. 

La probabilité cherchée est , dis-je, formellement et explicitement écrite 
dans cette série , de même que la probabilité contraire , soit qull s'agisse 
d*amener le hasard ou la face A le nombre de fois proposé ^ ou plus &é^ 
qucmment , ou ce nombre de fois et pas davantage. 

Supposons qu'il s'agisse d'amener la face A précisément m fois. On cherchera 
le terme où Texpo^sant de A est m. Soit m^/i— *. 11 est clair que ce terme est 



«. n — I • « . • n — fx— l) . ^ ^ f . * t 

-^ ^ l^"'c^A^'''£»^ ou , en substituant a jc sa valeur «—m , 



n 

X .2 



• ^ — A S" "• , ce qui désigne qu il y a -U chances 

. . n — m *» 1 • 2 • • • n — m 
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pour avoir la face A précisément m fois , ou à m jets et pas davantage. Si 
l'on divise ce nombre par la totalité des chances , on aura la probabilité de 
réussir, La somme des coëfficiens des autres termes appartient à la proba* 
bilité contre. 

Maintenant , comme dans tous les termes qui précédent , celui où se 
trouve A^ , l'exposant de A est plus grand que m , il est clair que le nom- 
bre des chances pour amener la face A au moins m fois ^ ou k m jets ou 
plus , est égal à la somme des coëfficiens de ce terme et de tous les ter-< 
mes précédons , et que le nombre des chances contraires est égal à la somme 
de tous les termes suivans. Le nombre des chances pour réussir est donc 

i»2 1.2... n — m 

des chances pour manquer ^cr ^ •^'"'** *' '^ j-^'f-t-^» | ^«^-y-- >"-t 

• I . Î.../Z— OT-f-i I • 2 . . . /2— m+a 

jmo ^n-mft ^ ^ ^ ^nc^-'b-^c*. Si douc OU divise chacune de ces quantités par 
tf,, nombre de toutes les chances pour les n jets , on aura la probabaité 
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pour et la probabilité contre. On peut trouver celle-ci directement dans la 

série CnBn+n,-''bB-''A+^'^^^(^'^^B'-'A^ + ^-4" , qui ési là 

m^me que la précédente. Car la tonme des coëfficiens du terme où ^ a 
l'exposant «— i et des précédens, où il a un exposant moindre, désigne le 
nombre des chances cu'il y a pour amener moins de m fois la face ^,ou 
pour ramener à mDins de m jets. Le terme dont il s*agît sera , comme il 

est facile de le voir , ^ * ^-' - ' n^m+i ^„.^ ^ , ^„-,^„.« f , ^«.i^ ^insi le 

I • a • • • • w— I 
nombre des chances pour amener moins de m fois la face A est c„+«c''-»^4- 

"-^^^ c-"h* + ^-^-^>-»'"^+^ ,n.» + i^m.i quantité qui , di- 

visée par a*", donne la probabilité cherchée. 

R E M A R (l U E, 

BernouHi qui a CDnsidéré le problème sous les deux rapports qu'on vient 
de voir, ne Ta point résolu sous le second par la méthode de Huyghens, 
c'est-à-dire , qu'il n'a point appliqué cette méthode au problème qui con- 
siste à trouver la probabilité de réussir m fois précisément en i^ jets. Mais il 
donne une règle pour calculer la probabilité d'amener un hasard à certaint 
jets , dans ui ordre déterminé , et non aux autres , en supposant que les 
chances varient perpétuellement de jet en jet. Nous reviendrons sur cette 
règle dont il tire la formule qui exprime la probabilité de réussir à quel- 
ques jets déterminés , à Texclusion du reste des jets, A 'cette formule il 
applique la théorie des combinaisons pour en conclure la probabilité de réus- 
^ précisément m fois en n coups , ou à « jets pris dans un ordre quel- 
<^ooque ou indéterminé , exdunvement aux autres. Mais comme il n'ex- 
plique la doctrine des combinaisons que dans la secopde partie de son 
ouvrage, rious avons cru devoir résoudre le problème par d'autres métho* 
des qui vont encore nous servir po\^ celui dont il Ta f;dt dépendre. 

^. X V II I. 

Quelle tst là frolmbiTiti tt amener un haséni à flustiurs Je'n épreuves ^ dans un ordre 
détermine, exclusivement aux autres , lu chances étant en nombres constant ? 

Soient comme ci-dessus, un dé ayant h faces -^, et c faces B ,en mut 
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b-\»:'^tlm le n^nV^ At% jets ou il £»tt amener la £ice ^^ et partaftt n^^m 
le nombre de ceux oii il faut amener la £ice Bi 

Observons que la probabilité du succès est la même ,quel que soit Tordre 
iz'i m jets qui doivent donner la Êice A, pmsqu*il n*est ni plus ni moins 
facile ds Tavoir au premier qu'au second jet , ni au premier et au second , 
qu*au premier et au troisième, ou au second et au troisième , etc etc. Il nous 
sulira donc de trouver la probabilité d*avoir jf à tous les m premiers jets , 
et B k tous les n-^m derniers. 

On se rappelle que — ;p est la probabilité d*av(nr n fois A , et — celle 
d'avoir n fois B tn n jets. 

Cela posé, la probabilité d*avoir A au premier jet , et i?aux a— i derniers f 
est facile 2k trouver ; car le joueur a c chances pour avoir B au premier , ou 
pour perdre , et b chances pour avoir à amener B à chacun des autres , c*est« 
à-dire n— i fois enn— i jets , ou pour passer aux a— i derniers jets, qui valent 

----• Son sort est donc • 

La probabilité d'avoir B à chacun des a— i derniers et A au précédent ; 

Cil donc -— f» d'oii sp déduit ce'de d'avoir A aux deux premiers et ^ à 

tous les autres, puisqu'il y a c chances pour o et b pour -^-; ce qui vaut 

Donc la probabilité d'avoir B aux «— j derniers et A aux deux précèdens 
est -;:;7-. Et panant celle d'avoir A aux trois premiers et S à tous les autres 

est ::-. 

A" 

Et sans aller plus loin , il est facile de voir que la probabilité d'amener la 
fece A aux m premiers et la &ce B aux n— m derniers est • 

Çcst ce qu'on peut démontrer beaucoup plus simplement. Car— étant la proba- 
bilité d'amener A à chacun des m premiers jets , le joueur a ^^ chances sur 
^ pDur passer aux n-^m derniers , qui valent -^^^ ; c'est-à-dire , qu'il a 
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flm--^« chances pour o , et ^»» pour -;;7;;i- Donc il a pour sort — -;- 

a. Cette formule est encore très-facile à reconnaître dans la série ^" ^> + 

n^n-i c A"""^ B + ^*^T , ! ^«-2 c« ^4"*"' J?* , etc., oîi nous avons lu la solution d u 

problème précédent. Car, dans le terme qui indique combien il y a de ma- 
nières d'avoir précisément m fois la face -^ en « jets, l'exposant de -<4 est m, 

telui de B est /i— m , et le coefficient de ce terme est "'^'^ "«^ -h_ ^„ 

^'*"», dont la partie fracrionnaire désigne, comme on sait, les divers arran- 
gemens de ^"'4'*""*, et partant de -^"» ^'»'^«. Mais si tous les ^doivent venir 
avant tout les B , c*est-à-dire , si la face A doit venir m fois avant qu'on 
ait une seule fois la face B , ces différens arrangemens'se réduiront évidemment 
à un. Donc il y a précisément />'" c"""» manières d'avoir la face A aux m 
premiers jets , et la face B aux n—m derniers*, et par conséquent ^«"c""" chance» 
sur (^+c) =: a"" pour réussir fd'oii il suit que la probabilité cherchée ess 



n«xm 
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$. XIX. 

Ou ton démontre l par la méthode dt Huyghtns ^ la rogle de ScrnoulU pour trouver 
U probabilité (T amener un hasard proposé en plusieurs de n épreuves , dam un ordre 
déterminé , les chances étant en nombres variables» 

Supposons n dés , n'ayant que des faces A et des faces B , les nombres 
des faces A et des faces B étant respectivement , pour le premier b et c 
pour le second e et/, pour le troisième, ^ et £ , pour le quatrième q et r , 
pour le Cinquième t ex u; que les dés soient jetés dans cet ordre , et soient 
b+c=:a , e+f=:d, h+i=igy q+r=zp , /+i/=:^, et v, *, y , ç, ei; , les sorts du 
joueur , au premier , au second , au troisième , au quatrième , au cinquième 
jet ; comme on le voit au tableau suivant. 

Ordre des jets. ;.:i234^ 

Nombres des chances pour amener A, . . . h e h q t 
Nombres de chances pour amener B» . . . c f i ru 
Sommes des chances. ••; ^ ^ g p s 

Sorts du joueur. . .«.; v x y ^ co 

V 
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Si le joueur parie, par exemple , d*âinener la face A à chacun des trois pre- 
miers jets , et la face B au quatrième et au cinquième , il est clair qu*au pre- 
mier il aura h chances sur a pour passet au second et c chances pour o ; et 

qu'ainsi vzz - a:. On trouvera de mêmie A:=:-^y,y= — ç, ^ = — û). Mais 

lorsque le joueur passe au dernier jet , il an chances pour amener B et 

gagner le dépôt r: i , et r chances pour o , ce qui vaut iiJLzLLf, On a 

s 

j ,11 ru' h r u t h r u b t h r u 

donc û) = —•{:= -. — ,y= -• r- " > *= 3» ""• ""• ""* v = — . i* — . -. -. 
s^^ p s -" g p s ^ g P s a d g p s' 

= — ; oîi l'on voit que - est la probabilité de réussir avec le premier dé, 

ouaupremier jet, j ^^I'^ ^^ réussir avec le second dé ou au second jet etc.; 

et qu'ainsi le sort du joueur est égal au produit des probabilités de réussir aux 
divers jets pris séparément , et p|rtant au produit des chances qui doivent 
donner A ou le hasard proposé par celui des chances qui doivent donner B 
ou un hasard différent , divisé par le produit de toutes les chances. 

Il est visible que cette règle est générale ; car s'il fallait , par exemple 

amener A au premier , aii troisième et au cinquième jet , et ^ au second et 

- au quatrième , il suffirait pour avoir le sort du joueur de substituer t àu^fàt 

et gÀr dans la valeur de v , ce qui donnerait v = -. "t-. — . -, -. = . . 
^ , ^ ^ S P * ^^gp^ 

Si donc il s'agit d'amener A au premier et au second jet et -5 au troisième, 

la probabilité de réussir au premier, au second, au troisième jet, pris sépa« 

r , b e i , b t i bti . t.ir^ 

rement étant -•-.•-• le sort est -. -.. - = — j- • suivant la règle. Et en 
a ^ d' g ^ a d g adg ' ^ 

nv, € € i b b t i 

effet on a alors yz^ - , et partant «=:-j^= ~. - et v= - «=: -, ^. - 

= — 

"^ adg 

Et s'il faut amôner A au premier , B au second , A au troisième , B au 
quatrième jet , le soii que détermine la règle est -y-^. En effet , on a dans 
ce cas v = - X, « = -^y,y = -çet{;=-, et par^ conséquent y==r« z^ 
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Le sort du jouair qui parte de réussir à tous le» jets, soit en amenant A , 
soit en amenant B , suivant la loi du jeu , est donc exprimé par le rapport du 
produit des chances qui le font réussir aux divers jets pris séparément , au pro- 
duit des diverses sommes des chances. 

§. X X. 

* Sut la proposition XJJh ^ 

La question , généralement prise , se réduit à celle-ci : 
l/n joueur a b chances pour avoir le dépôt i , u pour en avoir la moitié, et cpour 
ne rien avoir : quel est son sort ? 

Soit tf==^+^+^9 ^3 somme des chances* 

U ^t clair que les h chances dont chacune donne au joueur l'argent du jeu ; 

lui valent - , et que chacune des u chances lui en donnant la moitié , elles 
a 

lui donnent ensemble —, Son attente est donc -A = — ^ ; ce qui donne 

cette règle : 

A)oute\ au double du nombre des chances favorables le nombre des chances corn* 
munes y et divise:^ la somme par le double de la totalité des chances : le quotient sera 
le sort du joueur. 

Si l'on en soustrait la mise du joueur, le reste ^era son gain ou sa perte; 

2b4-u 1 s.b4'U^a 2^+tt— ^— c — u b — c 

qui est par conséquent — ■ == — i =: ■■ ' » = — • 

2tf 2 2tf aa 2a 

d'où Ton tire cette autre règle : 

Rctranchei le nombre des chances favorables de celui des chances corUratres ; diviser 
la différence par le double de la somme des chances : le quotient sera le profit ùu la pêne 
du joueur; le profit, si la différence est positive, la ptru si elle est négative. 
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$. X X I. 

Sur la proposition XIV, 

7. Solution du prohlimt en général par la mithodt de Huyghtnsl 

20 Autres maniera de le résoudre» • 

Le problème général peut s'énoncer ainsi; 

A et B jouent alternativement pour amener^ savoir y K un hasard pour lequel ily'i 
C chances sur e-f-f^» et B un autre hasard pour lequel il y en a b sur b+c , de 
sorte que e+f:=b4-C=a; et B joue le premier : quels sont les sorts respectifs T 

Voici comment on peut le résoudre par la méthode de Huyghens. 

Puisque B jouant a b chances pour gagner et c pour que le jeu continue ^ 

il est clair que -^, au commencement du jeu et toutes les fois que B joue, a 

b chances pour perdre et c pour jouera son tour. Si donc on appelle y son 

attente , lorsque ce tour vient , son attente , au commencement du jeu , est 

b» o-4-c.y cv 

' ■ = -^ Mais A jouant a e chances pour gagner et / pour que 
a a 

le tour de B revienne , c'est-i-dire pour recouvrer le sort que lui ofirait le 

e.i+f. - 
cy * ' 

commencement du jeu , ou pour --. , ce qui lui vaut ■ =ry=: 

' , qui , muhiplié par ^ donne > , pour le sort de A. Celui de B 

aa-^ ^ ' "^ tf aa-^cf 

^ j ce aa — cf--ce ab' ^ , >. j 

est donc i— . = . ^— :- — à cause de f^za^e et de 

aa-^if aa"-^ au'-^cf 



Pour. trouver directement le sort de B soît ç son attente lorsque ^jou^ 
B jouant a b chances pour gagner et c pour que A joue à son tour , ce 

qui vaut -iî? • Mais A jouant y B d, e chances pour perdre et / pour re- 
a 

. . . V+'fi ^ ^/ 

prendre son tour et son premier jeu , ce qui vaut - — - :^ ^ = ^^^^ 

Le sort de B est donc - \bA — - J = — — -# 

a > ad'-cf J aa — cf 

Bernoulli observe qulci l'auteur a recours , pour la première fois , à Ta- 
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nalysô ; sans laquelle il n'aurait pu , dit-il , déterminer par sa méthode les 
sorts respectifs , parce qu*oo ne peut évaluer le sort du joueiu* qui tient lé^ 
dés qu'on ne connaisse celui de son adversaire jouant à son tour , et récî- 
proquement ; et il donne une méthode ^ qui lui est propre, pour résoudre le 
problème indépendamment de toute équation algébrique» 

a. Cette méthode, consiste i*. k supposer une Infinité de joueurs^ |i cl>acin^ 
desquels il soit accordé un seul jet , de manière que' les joueurs en ordre 
pair ayent e chances favorables sur c+Z, et les joueurs en ordre impair b 
chances favorables sur h+c ; a®« à attribuer k A ks sprts de tous les )Oueufs 
en ordre pair , et à 5 ceux de tous les joueurs en ordre impair. La difficulté 
se réduit à déterminer séparément ces divers sorts que le célèbre annota» 
teur déduit aisément de la règle qu'il a donnée vers là fin de ses remarques 
sur la proposition XII. 

On peut encore évaluer ces sorts , ou trouver les valeurs des jots suc- 
cessifs par la proposition III , en faisant varier le dépôt , c'est-à-dire , ea 
considérant , à chaque jet , l'argent du jeu comme diminué de la valeur des jets 
précédens , ainsi que nous l'avons expliqué au §.... Voici la méthode. 

Le premier jet vaut -• Le dépôt étant i , il reste i = -. Ilya donc 

au deuxième jet c chances pour et /chances pour o , ce qui vaut—. 
1— f*— gÇ^-^O _ cf 



D reste 



aa 



Il est facile de voir que , pour avoir la valeur d'un jet il suffit de mul- 
tiplier le reste des précédons par le rapport des chances pour à la totî^ité 

des chances , c'est-à-dire , par - , si le jet est impair ,et'par - si le jet est pair i 

Ainsi la valeur du troisième jet est - • -- = -^ • Il reste t 

' a aa a* aa a 

= (fllbr = î£f. Donc le quatrième jet vaut '- '4= '4' « reste 

a a * a a a 

£f/_?^=(il±fff=^. Donc lecinquiéme j*tvaut.-.1îf « 

a a ' -a A* a a _ 

*«^ etc 

— ^ , Cit. ■ ' : . V 

a^ : . • ' 

On peut remarquer que , a n étant un nombre pair quelconque , la valeur 



\n>t 



du 2 ».*'"' jet est — -^ 9 et celle du jet impair précèdent est ^-J-_« 



I^é ÉCIAIRCISSEMZHS 

Si donc on fait successivement /x=i , a , } , 4j 5 > ^ > ^^^» » ^^ ^"*^ 
substitue ces nombres Tua après l'autre dans la seconde formule, on aura les 
valeurs des jets impairs, comme il suit: 

Jas impairs, i*' 3* 5' 7* 9* "* >3* ^ '• • • aiï-i% 

^ ^c/ ^ccf hc'p bcT hcT hc'f^ . . . . ^Jf^ 
Sons. • • • i 7f ^ -77- -;^ 7^ "7^ a"- • 

Les valeurs successives de n substituées de même dans la première formule 
donneront pour les jets pairs celles qui suivent. 

Jtts pairs. 2* 4' 6* 8* lo* ii* • . : . in\ 

ce tccf tc^ff tc^f^ ec'f^ ec^P €<f'f^^ 

aa a^ a^ a* a'"" a'* a*^ * 

Or il est visible que le sort S est égal à la somme des valeurs des jets 
impairs, comme le sort de A l'est à celle des valuers des jets pairs. U- reste donc 
à sommer ces séries qui forment deux progressions géométriques , ayant chaame 

pour quotient ^. 

Comme a est plus grand que chacun des nombres c , < , ^ , / et que le 
nombre des dimensions du mMnérateur est par-tout égal au nombre de celles 
du dénominateur , le dernier terme de chacune des deux séries est égala zéro , 
le nombre des termes étant infini. 

a ah 
La somme de la première est donc = > » ^^ ^^ ^* 

{çfL.aa)j^ 

I 

— C€ — 

Et ceHe de la seconde ^ = — ^^ % sort de A. 

i r \ ^ aa-^cf 

(cf^aar} - ^ 

^ •' ^ aa 

On peut , sans faire varier le dépôt , sans aucune équation algébrique et 

en suivant exactement ta marche de Huyghens, trouver la valeur de chaque 

jet,ei par conséquent la loi des deux séries précédentes ; et voici comment. 

Chaque jet impair séparément et abstraction faite des jets précédcns v2Ut -^ 



et chaque jet pair-*. 
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La valeur du premier jet étant -, il y a^— i=:c chances pour que le second 
jet ait Iteu. Donc il y a c chances sur a pour avoir au second jet -« Donc 
le deuxième jet , au commencement du jeu , vaut - - = — . 

Les deux premiers jets valent donc - + ~- = • Donc il y a aa-^ 

étb-^ct chances sur aa pour avoir au troisième jet -, Or aa^ah^ceziza {a-^b) 

^cez=:ac'^a:zc{a^e):=scfi Le troisième jet vaut donc au commencement - ♦ 
.i _ hcf 



a 



A- • 1 - • • t *n at+ce . hcf aak+ace+hcf 
Amsi , les trois premiers valent ensemble — 1- -4 = 4 — • 

Il y a donc a^'^aob^ace-^hcf, ou aa {a-^b)^ac€^cf ^ ou aac'^acc^^hcf y ou 
se ( a'-e)'-'bcff ouacf-'bcfy ou ( a--b ) cf^ ou enfin ce/ chances sur a^ pour avoir 

au quatrième jet 1 Donc le quatrième jet vaut ^. - = -f. 
a * ' a a a^ 

Les quatre premiers jets valent donc ^^+^f^+ ^ _ îf^L =- 

a"^ b+aace-^r^bcf^eccf y^ ,. ^,. .^^i 

— J !j — ^ ^« Donc il y a a*^a^b^aacc^abcf-^cfz=a^c^aau etc.= 

aa<f-^abcfyetc.z=iaccf-^ucftzc(ff ch^iikes sur a^ pour avoir - au y*, jet^ ÇuU 

par conséquent , vaut -^. - = ~ et amsi de suite.. 
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$. X X I I. 

Sur U pnmUr problème de Fapptndlcti 

i; Moyen facile de le résoudre, 

au Méthode simple pour trouver les sorts en nombre fims lorsque les derniers jets sont en 
nombre alternativement égaux , Us* nombres da jets de tun des joueurs étant égaux ou 
inégaux à ceux de Foutre , et quelle que soit rirrépdarité des nombres des premiers 

. jets. 

3, Eclairclssemen de la règle de BemoulD. 

Pour résoudre le problème en nombres tels que l'a proposé Tauteur , Bernoulll 
j^mploie 4 inconnues et autant d^équatiojis qu'il réduit ensuite à 3. Mais on 
peut parvenir au même but avec une seule équation. 

La question peut se poser de la manière suivante : 

A et '& jouent alternativement , d'abord A une fols , ensuite B et A' toujours chacun 
deux fois jusqu^i ce que Pun des deux £agne le padp Us chances pour et contre A 
étant égales aux nombres h et c^ et celles pour et contre B aux nombres c et {, di 
sorte que b4-c=:e+f=a» 

I. Soit x le sort de j4. 

L'ordre mimérîquB de« jets étant 1254 {£7; etc; 

Celui des joueurs est A B B A A B B^ etc. 

Lorsque A joue pour la seconde fois , ou lorsqu'il £ût le 4% jet , il a ^ 
chances pour avoir le dépôt=i , et c chances pour jouer encore une fois , et 
par conséquent pour son premier jeu,iOu pour * ,^ puisque le 5*. jet étant x>u- 
vert , A jouera une fois , B deux fois , A deux fois , et ainsi de suite comme 

au commencement. L'attente de A , faisant le 4*. '}tt , est donc ■ ' '"^^'f 

a 
Mais B jouant pour la seconde fois , ou faisant le 3*. jet, a« chances pour 
gagner ou pour i , et il en reste / pour que A reprenant son tour ait 

— j- • C'est-à-dire qu'alors A z e chances pour perdre ou pour o et / pour 

^ + c>: . , . fb+fix 

■ » ce qui lui vaut -' -^ , 

* a 

Et 



y 
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Et quand B joue pour la première fois, et fait le second jet ^A a de 
même t chances pour 0, et /pour Tattente précédente, •^-^^, ce qui vaut 

Enfin, A commençant le jeu, a * chances pour 1 , et c pour —3—, et 

a^ k+bcf+ccffx 
son attente est ^ — — ; et comme nous avons appelé jc ce Sort même, 

nous avons * = "^ t+tcf^ccff" , j-^î, se tire * = '^Ji±È£, 
*♦ a*—ccf 

Le sort de B est donc . - l^f = a*.ccf+^a(aJ+cf)^a^C'-acff 
% a^'^ccff a^'-'ccff [a^-^-ccg 

Mais cette marche serait souvent fort longue , et les nombres des jets con- 
venus pour chaque tour pourraient être tellement grands , qu'il fût impossible 
de la suivre , puisqu'il faudrait employer deux fois autant d'équations , ou au 
moins d'opérations qu'il y aurait de jets pour un tour , le premier excepté, 
U faut donc trouver un moyen plus expéditîf. 

1. Pour rendre la solution plus générale , supposons que B et A jouant 
toujours alternativement , et j9 le premier , il ait été accordé m jets cons5' 
cutifs ^ B 9 et n k A : et soit x le sort de y^. 

11 a été amplement démontré au §. XIV que A devant jouer n fois de 
suite , a a»— c»» chances pour réussir , et c'* pour manquer. Ainsi , lorsque son 
tour vient , il a a"— c* cas pour avoir le dépôt 1 , et il reste c" cas dans 
chacim desquels B , reprenant son tour , A se retrouve au même état qu'au 
commencement du jeu , où son sort est x. Donc^ son attente , quand soa 

tour arrive, est i£ill±flf. 

4» 

Lorsque B commence , et toutes les fois qu'il reprend son tour , il a , par 
la même raison, a^^f^^ cas pour gagner, et il reste /"» cas, dans chacun 

desquels A jouant à son tour ', a le sort précédent ;;; ' c'est-à direy 

qu'au commencement , A a à^-^^^^ chances pour o, et /"'"pour ^ \ 

X 
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Ainsi, le sort de ^ ou ;r = U"-cy">+c'y»^if , ^,^ j.^^ ^^^ ^ _ 

4W + H 

Soit y le sort de S. On a y=.- ^-^^{~= fe^- 
En efiet , le tour de i4 venant , ^ a a"— c" chances pour et c* pour 
reprendre son tour , ce qui vaut -^^ Mais au commencement S a a^-^f"^ 
chances pour i et /^ pour l'attente précédente. Son sort est donc 
— ^ ~ .x, =.y* D OU Ton tire y = ^^ , ■■ — ^ 

^insi lorsque les nombres des jets consécutifs de ^ et de A reviennent 
alternativement les mêmes, les sorts respeaifs se déterminent aisément par 
ces deux formules. 

Soit donc F le sort de A dans cette hypothèse. \. 

Si avant que B commence à jouer A doit faire h jets , ce dernier a â^«-c* 

chances pour i et c* pour JF. Alors il a pour sort • ^ — • 

Tel t%i le sort de A lorsqu'il doit faire d'abord un nombre h de jets » et 
qu'ensuite les nombres des jets de ^ et de ^ doivent être alternativement 
/» et /i , ou lorsque les tours étant ordinalement 1 a 3 4 5 » etc. , et 
A jouant le premier « les nombres des jets sont h m n m n , etc. 

Si dans cette expression du sort de A on substitue la valeur de /*, il de* 

vient 4k(a"» + '»— c"/«) "^ 4»+»»— c"/« 

Si Ton fait hzzi et /p=/j, la formule est 7 i-^* 

Et si Ton fait de plus nr=2 on a Tespèce du problème que nous venons 

de résoudre , et Ton trouve pour le sort de A ^\ \^ , comme cl-dessuf. 

Que si Ton suppose qu'avant que les nombres des jets commencent à de* 
venir récurrcns A ti B doivent faire alternativement divers jets en nombres 
égaux , ou inégaux , mais différens des suivans : par exemple , que 

l-'ordre dans lequel ils jouent étant ABABABABAy etc.] 

Et l'ordre des tours. ^...•.i»34j6789, etc. 

Les nombre des jets soient* •..iiumnmnmn^^tQ. 

O» trouvera encore facilement le sort de A^ 



pour o et/ pour Tattentc précédente , ou pour -»■■ c« qui vaut 
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Car A faisant le premier jet du ^\ tour a 4a-cc chances'pour i et « pour F, 

. , . aa — cc+ccF 

ce qm lui vaut ■ — 

Lorsque B joue au a*, tour et qu'il fidt le second jet, j4 a «— /chances 

our o et/ poiu: T 

^ (-w-a+ccF). 

Enfin , A commençant i jouer l'z h chances 'pour i , et c pour ^ 
( Ma^cc+ccF ). 
Son sort m donc -'^+^(-'--<'+''n 

a* 

Si Ton retranche de l'unité le sort de A dans chacune de ces hypothèse/,, 
•n aura le sort de B qu'il n'est pas plus difficile de trouver directement. 

Mais quand les nombres alternatifs des jets se succèdent irrégulièrement , 
il faut en revenir à évaluer séparément les jets divers , pour attribuer à 
chacun des joueurs toutes les valeurs qui se trouvent lui échoir suivant les* 
condinons du problème. Alors on ne peut plus avoir les sorts en nombres 
finis , mais on peut en approcher d'aussi préis qu'on le juge i propos z 
Bemoulli a donné pour cela une règle générale , que nous démontrerons de^ 
la manière suivante , en conservant à « et à cleurs valeurs précédentes. 

On a vu que la valeur d'un nombre n de jets est — j — , et partant que: 
celle des n— i jets précédens est j^^j— Donc celle du «••jet est — ^^ 

Soit c^zam s la valeur du a^ jet [sera ^ , ^ ( *-"« ;• «^ — - 

,n«->— m». 

Si donc on &it « = i\ aj 5, 4i Si ^» ^^ 

Les valeurs des jets seront 1—1», m—/»*, m*— w'>,m'—»i*,w*—w* ,"« — « ,etc«; 

La valeur du ( n-i% ) et du n\ sera m^--m'-^+m'^^^m''szm'^--m'' ; ceUe du 

•■( /i-a*. ) , du C^/z-i* ) et du /x* sera m»-'-m»-»+m— — m«^«+w-»— m«=m"-J-< r 

celte du n\ et des trois précédens sera m»^-m'»-î+m"-'-m"-«+iw'«-in-*+ 

iw«-«-.m'»=m»"'»— m". Et l'on voit que celte dU /i* et des A:— 1 précédents est 

^•-fc^m • c'est-à-dire que la valeur de. k jets, dont le dernier est le /i*. dtt 

X 2 
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la suke I ; 2 ; 3 , 4 » etc. ; est m»»-*— m» , où Ton peut remarquer que ht 

différence des exposans est h 

Si Ton faitA:=/2, on trouvera pour la valeur des» premiers jets i— w\ 

Pour trouver Celle des! p jet^ ^uivans , il faut coflsidirer que le dermèr set^ 
le(/ï+/?%) delà suite i , 2 , 3 , 4 i etc. Cette valeur sera donc m* + ''^— 
/»"='»"— /n'»+^. De même celle d« q jets qui suivent sera i»'> + p^-m'» + ^ + « , 
et celle des r jets suivansm"+ +«—/««+? + « + '', etc. 

Si donc il est accordé successivement k A B A B j4 ^^t ainsi de suite. 

n p ^ '• V , ect. jets. 

te sort de ^ est i— .;72«+m''+F— m"+i' + î+/n"+i' + * + «'— m«^i» + f + ' + '1, ect, 

Er le sort de B m"-^in«^P+OT'» + i' + «— w"+' + *'*-'+ etc. ; 
expression algébrique de la régie de Bernoulli. 

Au reste, le sort de^ étant le complément du sort de ^ à Tunité , il est 
facile de voir pourquoi il suffit de retrancher l'unité de ce dernier sort et 
d'y changer tous les signes , pour avoir le >ort de ^. 

Ces deux séries démontrent aux yeux l'observation de Bernoulli que si le 
nombre des jets .est limité, le dernier terme, qui a pour exposant la somme 
de tous les jets , doit être rejeté de la série où il a le signe +. Car si 
le nombre des jets est s , et que les joueurs ne puissent outre passer 
ce uDmbre , — w' sera le second terme de la valeur du dernier tour , et 
-f-w' serait le premier terme de la valeur du tour suivant. II faut donc re* 
jeter +'«' > puisque ce tour n'a pas lieu. Par exemple, si le nombre des jets 
ne peut excéder «+/> , B aura la valeur m" — w" +i> , du dernier tour , et il faudra 
rejeter celle du tour qui suivrait , si le nombre ides jets n'était pas limité , savoir , 
J^m^\p — m" +!"+«, et par conséquent +ftt**-i* , de la série qui exprime le 
sort de A^ Et la valeur des deux sorts pris àisemble sera i— m^-t-m"— /r" ^/ 
pii— OT« + p, de sorte- que le terme rétranché est l'excédent de l'unité sur la 
fcQmoie des sorts, comme l'observe encore l'auteur de la règle. 

$. X X I I I. 

Sur U ir» problème 

Bernoulli observe que ce proWème t)fte trois questions différentes. Nous 
plions les pvcourir successivement^ 



etAdditionsJ .^ jlCj 

Q U E s T I O N r- 

Plusieurs joueurs A , B , C. ♦ . • U, ^w nomhit de n jdutnt ahtrtiàni^cment etfoU" ] 
jours dans cet ordre , chacun avec b chances pouf et C chances COàtre , jus^u^â ce ' 
que Fun ieux ah §;agné : quelle est la raison des sorts? 

Soient x le sort de -^, et b+czna, 

D résulte de ce qui a été observé sur la proposition XI que lorsque le tour 
de B est arrivé , les joueurs qui suivent A ont ensemble tf""' — c"-* chances" 
pour réussir et c^» pour manquer. Le premier joueur a donc alors a^-^ -^ 
c"' chances pour perdre ou pour avoir o, et <«-* pour reprendre son tour 

et son premier jeu , ou pour avoir x ; ce qui lui vaut — i , Mais quand 

'j4 commence , il a ^ chances pour gagner ou pour avoir i , et c chances pour 

avoir l'attente précédente, ^-^. Son sort est donc iJ—^—^. Etcoiiimecç 

«rt a été appelé XfOnzx =:i£llli£5 j tfoù Pon tire *= ^—^. 

Le second joueut a évidemment la même attehtelbrsque son tour est venu; 
Mais ce joueur a au commencement h chances pour perdre et c pour avoir son 

lour ; c'est-à-dire qu'il a c chances 5ur a pour avoir . > ce qui vaut , 

a^^h a^'*bc 

z= . Cest le sort de f » ou son attçnte au comipencement 

du jeu. 

Cest aussi celle du troisième joueur , lorsqu'il est à là place du second l 

et par conséquent lorsque le premier manque : de sorte qu'au commencement 

a^*hc 
le troisième joueur a c chances sur a pour ^ ' et qu'ainsi son sort est 

On trouve de même que celui du quatrième est -. f!lli?=: îH-^ 5 ec 
Ton voit que pour avoir le sort d'un joueur, il suffit de multiplier par ^ le 
sort du joueur précèdent 3 que celui du m* est ■ ^ ■ > et celui du /z/, -^i^t» 
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Ccst ce qu'on peut apercevoir d'un coup tfœil. Car -r^;»*^^^"?"*^ 



inîer joueur , est également celui de chacun des joueurs.3ont le tour est venu; 
Mais le tour du m* joueur arrive lorsque les m— i joueurs qui le précèdent 
ont manqué , c'est-à-dire en c*-" cas sur «"». Donc le sort du m* joueur est 

Et si Ton Élit successivement 1» = i , a , 3 , 4. i ; /» , on trouvera les sorts; 
commei il suit : 
Joueurs i 2 3 4. .11 • * '• n* 



Sort» 



• • • 



tf"— C« ^î"— C" tf"— c" a"— C" ij"— c" 



Donc en divisant par — — on aura » pour le rapport des sorts a"-* r 

Oii Pon voit que les sorts sont entre eux, comme le» ternies successif de* 
la puissance n— i de tf+^» dégagés de leurs coëiHciens. 

Bernoulli qui a. d'abord résolu ce problème en nombres d'une manière un 
peu di£Ërente » a trouvé le rapport général qu'on vient de voir » en évaluant 
les jets successifs. Nous y parviendrons très-aisément diaprés l'observation 
suivante. 

Lernme* Si , en commençant ^àhori far U premier , puis par le second, ensuite' 
par k troisième. , . • ; enfin par le n* , terme tune profjession géométrique infinie dé^ 
croissante {il en est de même if une progression croissante) ^ on en extrait continuel^ 
lement Us termes par sauts de n en n, cest^à'^dire , en passant n — \ termes à chaque 
saut , 011 aura n progressions différentes dont les sommes seront dans le rapport des n 
premiers termes de la progrusion dont elles seront extraites^ 

Soient a le premier terme et - la raison de là progression principale. Cette 

progression sera ai aq : aq^ : aq^ : aq* o* 

Puisqull faut passer constamment n— i termes , il est clair que pour trouver 
un terme quelconque de i*une quelconque des progressions extraites ^ il faut 
ajouter n à Texposant de q dans le terme précédent. Ainsi 

La première progression extraite sera a : aq'^ : aq** : aq^"" ....o. 

La seconde aq : aq""^* : tff*» + » : aq^'^'^K . •• o. 

Latroisième^f^*: 4^« + *: tf^" + *: aq^^^K . • .•• 

LsLn\ . . . aq-^ : aq^^ : aq^^"^ : a^ • . . • f^ 



1 T A O O I T I O N s;» 167 

la somme de la première est --^ ; celle de la seconde --^; celle df 

la troisième -^ ;; ; . celle de la n\ ^^- 

Ces sommes sQnt entre elles il a: aq: aq^ . ; ; ; : n^*^* , et par Consè^* 
quent dans le rapport des n premiers termes de la progression principale. 

Pour &ire l!appIication de ce principe à la question actuelle , il -suffit de se 
rappeler que les valeurs successives des jets sont comme il suit: 

Numéros d^ jets i a j 4 • • • • n . . . . dO 

Valeurs. ;•..*.-— — r- -r-^*» • • • o 

C'est-à-dire , en progression géométrique perpétuellement décroissante » et 
de considérer que le sort du i**., du a*., du }•. , du V» • • *^ n*. Joueur 
est la somme d'une progression géométrique infinie extrcdte de n, en «iter» 
mes de la première , à commencer par le i", par le aS, par le 3*., parle 
4*. • • • par le n% ternie , et qu*ainsi les sorts de ces difFérens joueurs sont 
entr'eux comme les sommes de ces progressions , et partant comme les va* 

leurs de ces n premiers jeis,ou;:-î— ••4';-r-I» ••; —r- ,0tt 
( en multipliant tout par y\ ; ; a"'» ; a'^c ; aT^cc : 4r^c . ; ; ; c""*^ 

QUESTIONIL 

AyB,C.;:..U^aif mmbrt dt fi joianf altirnaàvtmtn$ u toujours dans 
<tt ordre jusquà ce que Vun Jtusç ait gagné , h nombre du chances pour étant h à 
chaque jet 9 $t celui des chances contre c am |*'. , ç— i 4U z\ ^ C-^f au J%..* 
c— n+i au /i.'*^'- ; quelle est la raison des sorts ? 

Uauteur de l'art de conjecturer « apr(s avoir résolu ce problème en 
nombres , ajoute quil lui serait facile de donner une règle générale pour 
trouver le rapport cherché , quel que fût le nombre ^es chances et des joueurs» 
c'est- à* dire , de résoudre le problème tel q\ie nous venons de le pro? 
poser.. 

Pour parvenir , 5*il est possible , à trou?er les sorti d'après la règle anne* 
xée à la proposition XII » nous iracerom le tableau ^vaat; 
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Numéros, desjtts i l a J 4 » . : • • 2 l • l c-^^i c+t 

N^^*''des chances pour^ b b b b ....•• l •. b b 

li^'"' dts chances Contre y c c — l c— a c — 3 ..•;...• — i 

Sommes des chances ^ a a-^l a — 1 a — 3 ••.••••• tf— c tf— c— I 



y 



Valeurs des jets ^ - — ■ — ^ 

a a^a^t a.a-ha-i a.a-Ua'i.a-'^ . •• tf.i»-I.tf-2.tf-3"^*^ 

• On voit que le dernier jet qui ait quelque valeur est le ( c+i ) J^**- , puis-f 
que la valeur du ( c+i ),»•«»•• et des suivans se réduit à 0. 

Il n'eft pas moins évident que les jets qui échéem au ( /z—w ).'»"*• joueur 
tpnt le m'. , le in+m)\ , le ( a«+ /n )% , le ( 3» + m )% . . . le ( ^/i + w )*. , 

Mais 11 n'en -paraît pas plus focîle de trouver les sorts , car il feudrait 
savoir lequel des joueurs a le (c+i)\ jet, et ce jet peut appartenir soit au 
1*'. , soit au 2%, soit au 3*., soit au n\ 

SI, par exemple, le (c+r)*, jet appartient au i". joueur, son sort est 

bf . f.c— I...C— ;2+i cc-tI—c— a;r+l ce— i..c— 3/2+1 j^ ce — î.mî ^^ 

•" l I f ' 9 ■" JL I II JL, •••"F 1 

<»^. <^— IW-*-2'.. J— '/X • tf— I.tf — l,.,tf-*2« * tf— Itf— 2..,tf— 3/1 tf— I,i2— 2,#.tf— Cy 

Comme ot=i, le dernier jet est le (î«+i)*. ;et le second joueur ne 
pouvant avoir aucune vialéur pour le jet suivant qui lui échèeraît d'ail- 
leurs , a pour dernier jet valabte le ( ^r./i+2 y. Mais nous avons sup- 
posé î/24-i=:c+i , et partant {=:?,Donc^Trt+2=:c— n+2. Le dernier des 
î«ts qui appartiennent au second joueur est donc le{c^n+2)\ , et il a pour 
sort - r^ , ^r^""' •••C'^n e . c— i . . . c— 2« |^ c,c--t««^ /i ^ 

4V, — t tf— .j^—2mUI — n— l"''rf— I.tf — 2^.4— 2/Z — X*** tf-lul-2«.il-C+/2-Iy 

Le numéro du dernier jet appartenant au 3\ jouei^r est ^-"^•'ï+3= 

V^ —» J /ï+3=c— n-f-$ > au 4*. , tf— >2+4 « etc. On trouvera donc aussi le 

sort dij^ trQUîème joueur;et ceux des suivans, comme ceux "du premier et du 
second , ce qui semble exiger autant de formules qu'il y a de joueurs . 

Cest ainsi qu'on peut déterminer les sorts lorsque le (c+i)'. jet appar- 
tient au premier joueur, c'est-à-dire, lorsque c est divisible par n, oulors- 
^ le reste r d^ cette division est égal à zéro» 

Mais 
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Mais il faut résoudre le problème , quelle que soit la vaUur der, et réduire, 
s'il se peut , le nombre des fornniles, 

11 n'est pas difficile de voir que le (H-i)/ joueur aur^ le (c+i)/ jet, 
et qu'ainsi le dernier des jets qui appartiendront au f.*, sera le c.*, ao (:—i y*., 

fe (<:— i)/ au (r— 2) ' , le (c— 2).V.. au >— r^.* , ou au premier , le (r— r-{- 1).' , 
au deuxième, le (c— r+i).' • . • , au {p+iV . . • , le -(c-— r+/7-{-i}/ 

Le sort du premier joueur sera donc - ^1 -r--^ — ^- _ + 

ce— 1...# — a/ï+i c.f— î.,.r4-i '\ 
: + ■ ' " '■ )• 

Si l'on appelle/7+i le numéro de l'un quelconque des joueurs su! varis , jusqu'au 

(rrî-i). inclusivement , il aura pour sort - 1. — . î--!— 4. î—^ 

<» ^ ^ — Uii— C...J— /? ' a.a-^i^.a^H'p 

, ce— I...C— iff— p+i ¥ ce— i...r— o-f I r- • 1» /• • 

4. ^— ^-- 4- ' ^-~ . Et SI 1 on fait successivement 

' a — ua-^int^a — m-^p * tf— i.âi — 2..,^ — e+/'— /? 

p=i, 2, ) , .•• r, on aura les sorts des joueurs depuis et son compris 

le premier jusqu*au (r+i)/ inclusivement. 

Pour trouver les sorts des «— r— i derniers joueurs^ il faut observer que le 

(r+i).% ayant le ({«+/'+ï)/ jet, qui est le (e+i)/ , et le (r+2)/ , txe pou- 

vaut avoir le jet suivant, puisque le (e-f-i)/ est le dernier, a nécessairement 

pour dernier jet le (ç^uz-f^r+i).* , ou celui dont le numéro est 7-*i.«+'' 
+2= r 1 j «+/"+i=:c— /2+2. Le (r+2).* joueur aura donc pour der- 
nier jet le (c— fl+2).*, et par conséiquent^ le (r+î).* aura le (e— /1+3).', et 
en général , le ('•+1+').* aura le (c— n+i+i).* pour dernier jec 

Donc le sort de. l'un quelconque des /z— r— i derniers joueurs est: 
h /' ce— L-e— r— *-4"* ce— i...e— «— r— j4-c c.e— i., e— 2/2— r— i+i 

- c — ^ ^ +*— ^ — ' — — -^ H ^-^«i*; 

ce—i..72— j+i "N -.. „ , . . , 

+ — ; 1« St Ion substitue successivement a j, i , 2 • 

3 , ... /ï — r— 1 , on aufa les sorts de tous les joueurs qui suivent ie(r+i).* 
Nous avons donc- trois formules iqui font cohnainre les sorrs de tous le$ 

joueurs, et dont la première indiîfue le "sort du premier joueur, la, seconde, 

les sorts des joueurs suivans , jusqu'au (r+i).* inclusivement, et la troisième^ 

ceux des joueurs qui suivent le (r+i)/ 

Si Ton fait ^=12 , ^=1:4, c=:8, /ïi=:3 , on aura m2, et l'espèce proposée 

par Huyghens , et rtsolue far Eercculli. Ces ^valeurs étart *îi;l:st:ii.îcs 

Y 
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dans la première formule » on trouvera pour le sort du i**. joueur -i- 

V. 11.109 "t- ,1 ,09.8.7.6 >• 

Les sprts des joueurs siiivans , jusqu*au (r+i).* inclusivement, se trou- 

veroit en faisant de plus, i*. f=:i , 2'. ^=2 , dans la 2*. formule. 

T j« , 4^8 8765 8.7.6.Ç 432 x 

Le sort du 2*. tst donc A ( ^ + \ + — '- ^ V" 7* 

i^ ^ Il ' 11. .0.98 ' 11.109.8.765 / 

Et celui du î-.^ ( ^-Z. + J-i!:!Ll_ . .8.76ç4V2j(^ \ 
12 V 11.10 «^ II 1098.7 ^ 11.109.8.7.6.5.4/ 
Le 3^- , ou le ('•-f-i).* joueur étant le dçrniçr, la 3'.. formule devient 
inutile. 

QUESTION IlL 

Cette question a été résolue de deux manières par Bemoulli. Il en indique 
uns troisième dans Tapplication de ce quMI appelle sa méthode orctinaire , qui 
consiste à évaluer les jets successifs. Pour rendre cette application plus sen- 
sible , nous poserons la question de la manière suivante : 

A , B ef C jouant altcmativtment tt toujours dans cet ordn , jusqtTà xt qut Vun 
dts trois ah gagné , les chances pour lesn^ constamment au nombre de 4 ^ et Us 
chances contre au nombre de 8 au prtm'tr tour ^ de 7 au second^ de 6 au troisième ^ 
et ainsi de suite , eri décroissant toujours 4'un^ unitç à chaque tour : quelle est la 
raison des sorts ? 

Les sorts s'apercevront rapidement dans ce tableau , dont le célèbre an-^ 
notateur a donné le modèle général sur la proposition XII. 
Ordr^ du jet. ABCABCABCABÙABCABCUe. 

Hmtdr9s dts jtts. i x j 4 S 67 S 9 10 il il 15 14 15 1^ '7 18 &c. 

Nir„ieseUneesp\^ 444 4 444 444444444 44 &c. 
J9.trit itsekmeuc': $8 87 7 7^ ^ ^ 5 5 $ 444535 *«• 
Somnit itM eh*nces. it 11 11 ii ti ix Yo xo 10 9 99 8 8 8 7 7 7 &c. 

Les chances contre se réduisant à o au 25*. jet, qui, par conséquent,^ 
h dernier , et qui échet au premier jouçur , pn trouvera ; 
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Sort de A'zz — ( i ^ — jl -^ 1- ■ ^ ' \ — r* + 

r»*ii3,ao3.9i.8 + ia».ii3...83,7 i iaf»ai^M7^6 "^ i2\ii3„.63,5 "*' 

8i.7?,.i3 > 
i2\iiî...53.4y^ 

2)ort de ^ .= — ^ - + T^TTTT + i2Mi3uo* + l2^^l3.Io^9^ "*" 

8 3. y 3,. .4 8^73..) ^ 83,73,„2 8>,73,..i ^ , 

i2*.ii3.io3^.8*+ i2».il3,ïo3.^7»+ i2*.il3.io3...6j+l2».ll5lo3.5^ J* 

Sort de C= l-(il + Jli^-!- +4:ZH!_ 4. 4Z!:^ + 

12^12* 12^.11^ I2*.ll3,103 «^ 12*»HÏ..,9' ~ 

8»7U4^ 8^7>>m3^ 8».7^ * 2> i\7^^.\\ ^ 

12».IlU8ï "*" 12».ll'...7Î "*" 12*1|Î...6'+ I2^.1lU5Ï -'^ 

Si , après avoir supprimé les facteurs Communs aux numérateurs et aux dé- 
nominateurs de toutes ces fractions, et divisé par -^ , on réduit le tout au 

dénominateur 12^.11 '... 5 , appartenant au dernier terme du sort de C , et qu*on 
divise ensuite par 4'.3î.2'=2'.3ï , on trouvera sort de A : sort de Bi sort de 
C : : 58288931 : 38082330 : 2491611} , ou (en divisant par 9) : : 6476548 : 
4231370: 2768457. 

§. X X I V. 

Sur k IIP. PrvUime. 
SolunoH générale. 

Pour résoudre généralement la question, nous Ta poserons en cestermeé^f 

On suppost m apèces de choses ^ n de chaqvt espèce ; il faut en m tirages en 
amener m d^espèces différentes: quelle est la probabilité de réussir? 

Nous pouvons commencer le calcul par le dernier tirage , ou t>ar le premier. 

I. Le dernier ou m*, tirage ne peut valoir , à moins qu'aux m— 1 précé- 
dens on ait obtenu m^i choses d'espèces différentes , autrement le joueur 
aurait déjà perdu. Alors il manque une chose ï chacune de m^i espèces , 
et Fautre est encore composée de n choses Donc le nombre des choses sur 
lesquelles s'exerce le dernier tirage est (m— 1 ) ( «— i ) + /i , et il y « 

Ya 
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(m— i)(n — il chantes pour a/oir une chose de Tone des espèces enta- 
mées , et par conséquent deux d'jne e*^pice , et pour perdre ou pour avoir 
o , et 72 chances pour en avoir une de i'^spèce encore coinplète , ou pour en 
avoir une de chaque es|:<éce pour gagner ou pour avi ir i. Donc alors la proba* 

bihté de gatrner^ou l'attente du joueur, est r- = --^ — > si , pour 

abréi*er , T^n fait mn m-=.k. 

Pour (ju'il y ai heu au ( m — i )* tirage , il faut que les w— a précé- 
dens ayent donné m— 2 choses d'espèces différentes , et par conséquent 
qu'il y ait m— 2 espèces chacune de n -i cho es et 2 de /? , et qu'il reste 
(«—2 ) ( n^\ ) + m choses , et pa tant qu'il y ait ( wi— a > ( nr-i ) chances 
pour perdre et a /? pour avoir , en commençant le m*, tirage , m— 1 choses 
de difFJrentes espèces et le sort précédent: de sorte que la probabilité est 
. 2/2 n 1 2 X nn 

Le ( m-^i y. tirage ne peut rien donner , si aux w— 3 premiers il n'est 
sorti «—3 choses d'espèces difibrentes, ce qui suppose m— 5 espèces cha- 
cune de /j— I choses et 5 de n. Il y a donc ( /»— 3 ) ( /i— t ) chances pour p. 
et 3« pour la probabilité qu'on vient de voir, et la probabilité présente est 

jn 1 > 2X/?/» _^ 1.2, 3Xn* 

(/»— 3)(«— I ) + 3/ï ^ k+i.k+i "~ Ai+i.A+a /:+3' 

Au (m— 3 )'. tirage il doit y avoir m — 4 espèces chacune de /i— i choses 
et 4 de n : la probabilité est donc 

4/1 1.1.3 X n^ __ I. 2. 3.4Xw^ 

(m~^{n'--i)+^ ^ Â:+i.A+a.^3 — A+i . A+2 . A+3 . A+^. 

On trouve de même qu'au (m— 4)' tirage la probabilité est --^^ — *'- — ' •- ^ ^^ 

Â+I,Â:+2.A+3.. A-fj 

au m— 5*. , , . * ' ,;'"*,: ^ ^ Et il est manifeste qu'au ( m— m— 1 )*. , 

A:+ 1 . A+ 2 A:-f-3 ••• A-f-ô 

ou au premier , ou au coifimefjj^znt du jeu , la probabilité est 

Ty 2. 3 ... wX/^" __ 1^ a. 3 ...mXn"^ 
>+i.A+2 A+3„,/t-)./n "" A:+i, A+a. A+3 ... m/i. 

Tel est le sort du joueur. 

Soient n=zio , m=4 et partant ^=36 , ««=40 , /i"»=ioooo : on a pour la 
probabilité cherchée '' '' ^' ^X.oooo _ 'OQO _ J^ooo 
37. 38. 39- 40 37- iç^'ïj 9' 39* 

a. Il e^t aisé de voir qu'au premier tirage l'attente du joueur est la mêm^i 
qu'au second : car le premier ne fait que déterminer l'espèce hors de laquelle^ 
dojvent être les /»— i choses d'espèces difF^rentes qui restent à tirer. Mais 
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pour s^épargner ce raisonnement même , on peut observer qii*au premier tirage 
il y a /RA chances sur mn pour passer au second , et qu'aLiSi xa probaLiiitë de 

passer au second est — . 

Au deuxième tirage il y aura une espèce composée de /i— i choses , ec 
171— I espèces composées de n choses. Les chances favorables, ou pour passer 
au drage suivant , seront donc au nombre de (m— 1). /z ,etles chances con- 
traires au nombre de n^i , la totalité des chances étant mn-^i^ et la pro- 
babilité de passer au troisième tirage sera "^ = 2^^. 

° mn — I wj/ï— 1 

Au troisième tirage , il y aura deux espèces chacune de n— i choses [au-. 
trement ce tirage n*aurait pas lieu ] et /»— a espèces composées de n choses; 
c'est-à-dire qu'il y aura m/t— 1/1 chances «ir iïwi— a pour passer au quatrième, 

Cette probabilité est donc — ^—^ 

m/2— j 

Au quatrième il faudra qull y ait m— 3 espèces composées de n choses ,de 
sorte que la probabilité de passer au cinquième^ sera -^^ 

De même au cinquième tirage la probabilité de passer au sixième sera —Zâl 

m/2— 4 ' 

et Ton voit qif au m\ la probabilité d'iavoijr le dépôt i ou de gagner , serar 

mn^ m^i), n n 

mn^(jn — 1) "^ mn — m+i* 

Ainsi , au premier tirage , 

La probabilité de passer ^au deuxième est — « 

Celle de passer au troisième est — • m 

^ i . mn m/ï—- 1 

Celle de passer au quatnème est — • • —, "• 

'^ ^ mn m/i— i m/z— a • 

•^ „ - , . .» w/i mn — n mn'^m mn^—Afi 
Celle de passer au cmquième est — • • 7- • — — f-» 

. *^ ^ mn mn — 1 m/i— a m/»— 3 

Et celle de passer au dernier et d'avoir ^-7- » valeai? de ce tirage , 

est — — »— p- , sort du joueur, 

mn, m/i— 1# mn-^x^ mn~^ 3 * * * ^^"^^^'T' ' » 
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Si l'on fait attention que las m (acteirs , tant .du numérateur que dudén<y 
minate if d.' cette formule, coastitueit deux progressions arthmétiquesja pre-« 
mîère ayant pour différence — ;2 , et la seconde— i » on y reconnaîtra aisément 
la formule précédente , dont elle ne diffère que par la forme» 

§. X X V. 

Sur le /F*. ProhUmu 
Solution pAT la méthode de Huy^unim 

tl s'agit de calculer le sort d*un x<Hieur qui pâri^ qu'en tirant f jetons entre 
'S noirs et 4 blancs , il en amènera 3 blancs et 4 noirs. 

Supposons que le, joueur tire ses jetons successivement» ou un à un , et 
voyons quel est son état relativement à chacun des sept tirages, en comment 
çant par le dernier. 

Le 7\ ne peut valoir que dans le cas où ii resterait 1 ou 2 jetons blancs. 
Car il ne peut en rester que o » ï , 1 , 5 , ou 4, S*il en reste o , le joueur a 
perdu , puisqu'il en a amené 4 ; s'il en reste 3 » il n'en a amené qu'un ; il 
faudrait donc qu'il en amenât a au j\ tirage , ce qui ne se peut : il a donc 
encore perdu, à plus forte raison, sll en reste 4. Ainsi, le 7*. tirage ne peut 
valoir que sur i jeton blanc et ^ noirs , ou sur 1 jetons blancs et 4 noirs* 
Or , s'il reste i jeton blanc et 5 noirs, le joueur a encore une chance pour 
amener encore un jetos blanc , et par conséquent pour les avoir tous quatre, 
ce qui le fait perdre , et ç chances pour amener un jeton noir, et par con- 
séquent pour avoir 3 jetons blancs et 4 noirs , ce qui le &ît gagner. Le 7* 

tirage vaut donc alors î—^i-i- = \. On trouvera de la même manière que sTl 
6 6 

reste 1 jetons blancs et 4 noirs , le 7% tirage vaudra -« 

Au 6\ tirage , U y aura 5 jetons d'enlevés, et il en restera 7, et ce tirage 
ne poiu-ra valoir que sur 1 jeton blanc et 6 noirs , ou sur 2 jetons blancset 
5 noirs , ou sur 3 jetons blancs et 4 noirs. Car , s'il ne reste point de jetons 
blancs , Je joueur a perdu , et s'il en reste 4 , il a également perdu , puis- 
qu'il n'en a pas encore amené, et qu'il ne peut en amener 3 en deia tirages. 
Or , s'il reste un jeton blanc et 6 noirs > il y a une chance pour amener un 
jeton blanc ou pour perdre, et 6 chances pour avoir à tirer la f. fois sur 

«h blanc et 5 noirs , ou pour avoir |. Le i\ tirage vaut donc alors 



■ ' — s= ^ S'il reste a jetons blancs -et 5 noirs, U y a deux chances pour 

avoir, à tirer sur un blanc et 5 noirs , ce qui vaut I , et 5 chances 
pour amener i noir et pour avoir h tirer sur 2 blancs et 4 noirs, ce qui vaut 
- : donc alors le 6*. drage vaut ilH J = —, S'il reste 3 jetons blancs et 
4 noirs , il y a trois cas pour avoir à tirer sur % jetons blancs et 4 noirs ; 
ce qui vaut -, et 4 cas pour avoir à tirer en dernier lieu sur 3 blancs et 3 

noirs , ce qui vaut zéro. Ainsi , le sixième drage vaut alors 2-IÎ — =; -^ 

. 7 7 

On trouvera de même que le $*. tîmgc uç pourra valoir quç sur i jeton 
blanc et 7 noirs , ou 1 blancs et 6 noirs, ou 3 blancs et f noirs, ou 4 blancs 
et 4 noirs ; qu'au 4^. tirage il y aura 3 jetons d^enlevès , et qu'ainsi il en res- 
tera Qeuf, «t que comme il n'y a en tout que 8 jetons noirs, il restera né« 
cessûrement i , 1 , 3 ou 4 jetons blancs , de sorte que ce tirage se fera sur 
I jeton blanc et 8 poirt eu sur 1 jetons blancs et 7 noirs etc; que par la 
même raison , le 3*. tirage ne pourra se Êiire que sur % jetons blancs et 8 
noirs , ou sur 3 jetons blancs et 7 noir*- , ou sur 4 jetons blancs et 6 noirs ; 
que le a', ne pourra se faire que sur 3 jetons blancs et 8 noirs , ou sur 4 
jetons blancs et 7 noirs, comme le 1 '• sur 4 blancs et 8 noirs. 

Maintenant , comme les valeurs du 7*. tirage ont donné celles du 6*. , les 
valeurs du 6*. donneront celles du 5% qui donneront celles du 4". et ainsi 
de suite jujsqu'à celles du 1''.^ comme on peut le voir dans le tableau suivant , 
j^ui SDtiit pour expliquer trés*clairemeat cette méthodes 
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Blancs 

restans 



f. Tirage. 



<*• Tirage. < 



5% Tirage* ^ 



Noirs 
restans. 



I 
2 

1 

I 
a 

3 

4 




4 



7 
6 

ï 
4 



• • • • ^ 
vaut \^ 



vaui 



4*. Tirage. 



Blancs 

restans. 

I 
% 

3 

4 




r ' 

1% Tirage./ 



i".rirage. | 



Noirs 

restans. 

8 

7 

6 
f 



8 

7 
6 



vaut 



y • • • • 9 

> vaut ^ 

J • • • • at 

^ • • • • II 

K vaut 

-^ • • • • TT 



s I 



vaut 



§. 
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§. XXVI. 

Sut U /*. Problème. 

Démonstration de la formule de SernoutU. 

Pour déterminer le rapport des sorts de deux joueurs A et B dont Ttin 
ptrie contre Fautre d*avoir gagné le premier, im àun, tous les écus de son 
adversaire , BemouIH donne une formule qull ne démontre pas. Si m est le 
nombre des écus de A^hle nombre des chances qui lui font gagner un écu» 
tf le nombre de ceUes qui lui en font perdre un « ou qui le font gagner i 
S 9 et n h nombre des écus de ^ » Je rapport qu'il s*agit de trouver est 

Si nous faisons surccessiv^ment m+zczi» )94>596..»«et que nous 
cherchions le sort de A poiu* chacune des valeurs que pourra avoir m avant 
la perte ou le gain de la partie dans Chacune de ces suppositions, nous 
parviendrons à découvrir la formule indiquée. 

Si m--\-n=:9. , m ne pourra avoir d'autre valeur que i ; et comme A aura 
^ chances pour gagner et c pour perdre » son sort sera ^-» 

Dans Hypothèse de m-f-i=} , A peut avoir avant le gain ou la perte t 
du 1 écus. Soient donc i , 2 les nombres des écus de A^ 

et r , tt les attentes correspondantes de ce joueur. 
SU a un écu » il a ^ chances pour en avoir un de plus ou pour u , et 

£ pour perdre celui qull a ou pour , ce qui vaut •—- 

STû a deux écus , il a ^ chances pour avoir le dernier ou Punique écu 
de ^ ou pour en avoir trois et gagner la partie , et c chances pour n'en 

avoir plus qu'un ou pour t , ce qui vaut tJ^* 

On a donc t = ~ , et 11 = ^iiî. 
b-j-c b+c* 

Si dans la seconde équation l'on substitue à r sa valeur tirée de la première , 
__.bi^+c)+bcu bb+bc t 

on a II -^Jjr:^:^^:^ = m::^^::^ • ^ ^^^* ^^^^ subsdtucc à » dans la 

z 
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première équation donne ^^^^^j-^-zz ■j^^.-q:-^ 



On a donc 

SI m == X , sort de Jzz 



a »== a , sort de. -dt == TT-rrj—-» 

Rans cette hypothèse u4 ne peut avoir avant la perte ou le gain de. 1^ 
partie que i, 2 ou 3 écus. 
Soient 1 , a , 3 les noinbres des écùs de A\ 

et ^ , M , X les attemes corre^toodafites k ceSs nombreik 
^ eu ^sr-f^ If+ca- 

Substituant dans la seconde équatioa la valeur de^ / dbnnfe par là pre^ 
imer«, on a u = ^r-^~^ : tfoù Ton. tu-e *= — m£r"' Comffa- 

rant cette valeur de x avec celle ^è b dernière équation , on a ^ '^ v ff-L, 
s= H~^» ^ partant » = rrr^ 9 valeuc qui» substituée dans la première équa^ 
tioa ^ donne f= ^i4Mc±èccJ^ > * ^ «njtae valeuc de Uy substituée dans. 

la troisième , donne * =: Jl't^^tt^'l tj 
Rapprû(ïh«nt ce» trois vateurs K 01^ ^ 
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Oir trouvera de même le sort de A , si m+nez^. i car; 
m étant i » 2 » 3 , 4» 

et sort iQ A ^ it^ ^ ^ % ^ r 

eu hx+ct h+cu b-^cy 

Ces quatre équations fer^n^ connaître les valeucs êtes cfjxdua incannuesi « 
* > « > * * y f «t ,f on trouvera que 

al iw=i , sort ot ^ =r ,. , ,j — r-n — , . i . — ^ 
M w^a , sort de Azz ,. , , , , , . — rrTf~4» 
Si m±iy /sort de ^ = >^ . , t . ,, . » i . — ^ 
Si «^ ^ sort- de A^ ^4^z^tbcc^c^^^^ 

Et ^ d^ns l'hypothèse de m+nzz6 , on a 
Si /R=:x , sort de >^ = 



Si «-1 , sort de ^-. __^^^ 
Si m=3 , sort de >^ = tt 



Si «=4 , sort de ^ == 77 



b>^h'c+b'cc+bbc'+bc*+c'^ 
t^+l,\-+^'c<>+b*c' 



b'+b4C+b'cc+bbc'+bc*+c'^ 
EtSim^;,sortde A= ^5^^4,^^3,^^,3^^.^,i . 



Maintenant il est aisé de voir que le sort de A a constamment pour df«-* 
nominateur la somme de m+n , termes d'une progression géométrique dans^^ 
le rapport de b ï c^ dont le premier terme est Relevé à la puissance m-|-/r—i^ 
et que ce sort a pour numérateur la somme de m termes de cett^ mémo 
progression. 
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Le dernier des m termes du numérateur étaat ("^< « leur somme t%t 
T— — - c-^ • 

Si donc on appelle D le dénominateur » le sort de A est -7 — irpr» 

Et si Ton substitue fàr tout nà;»etcà^,on aura évidemment le tort 

de ^ > qui est par conséquent -^7 — r-j^- ^r / _ *> q 9 car il est clair que 

la substitution de c à ^ ne fait pas varier D. 

h\nt ^w + » r« + w— Ane"" 

Ainn sort de -^ : sort de i^ : : v ^v ^ - : : - — ^y - ^ : : ^'c" — ^« + «: 

Pour avoir une expression abrégée de chacun des deux sorts , on sommera 

. . — ^"t*— /«+« 

D i et Ton trouvera sort de ^ = , c'"^"— *"» + •» = ■■■■ ^ . , - ■ 

et en substituant cà^et/zàm^on aura sort de B *= -rzm t = 

' gm-i-^^^m T; » comme on peut s en convaincre encore en retranchant de Tu* 
nité le sort de A^ 



B/\ 



